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enn eine umkehrbar eindeutige und stetige Trans-
V V formation r einer Mannigfaltigkeit <p in sich die 
Eigenschaft hat, dass die n Male iterierte Transformation 

jeden Punkt von <p in sich transformiert, während es 
andererseits Punkte Pvon y gibt, für welche das Punktsystem 
P, tP, . . ., r" XP aus n verschiedenen Punkten besteht, 

nennt man t eine periodische Transformation n-ter Ordnung. 
Ist & eine topologische Abbildung von tp auf eine mit y 
homöomorphe Mannigfaltigkeit <p', so ist r' — &T&—1 eine 
periodische Transformation zz-ter Ordnung von tp' in sich, 
die als mit der Transformation t von (p topologisch äquivalent 
bezeichnet wird. Eine Gesamtheit topologisch äquivalenter 
fassen wir zu einem topologischen Typus periodischer Trans
formationen zusammen.

Periodische Transformationen treten bei mannigfachen 
Fragen der Geometrie und der Funktionentheorie auf. Bei
spielsweise stellt die birationale Transformation einer alge
braischen Kurve von einem Geschlecht grösser als 1 in 
sich eine periodische Transformation der zugehörigen Rie
mannschen Fläche dar. Brouwer griff die Untersuchung 
periodischer Transformationen (und endlicher Gruppen von 
Transformationen) auf allgemeiner topologischer Grundlage 
an und untersuchte insbesondere Kugelfläche und Torus 
[1, 2, 3, 4]1. B. v. Kerékjàrto wies die einfache Struktur 
der periodischen Transformationen der Kreisscheibe und

1 Zahlen in eckigen Klammern weisen auf das am Schluss der Arbeit 
angeführte Literaturverzeichnis hin.
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Kugelfläche nach, wobei sich als mögliche topologische Typen 
nur die der Drehungen, Spiegelungen und Drehspiegelungen 
ergaben 5]; siehe auch [6], Abschnitt 6. In [7] behandelte 
er die endlichen Gruppen topologischer Transformationen 
der Kugelfläche mit Erhaltung der Orientierung. W. Scherrer 
[8, 9, 101 gab eine ausführliche Entwicklung der Hülfsmittel 
der Untersuchung periodischer Transformationen von Flächen 
(auch nicht-orientierbaren) und der endlichen Gruppen von 
Transformationen, teils auf Grund einer ihm eigenen Me
thode, teils im Anschluss an den von Brouwer geschaffenen 
Begriff’ der Modulfläche und unter systematischer Verwen
dung der Monodromiegruppe. Von seinen Resultaten seien 
hier hervorgehoben einerseits die Aufstellung aller endlichen 
Gruppen für Kugelfläche und projektive Ebene, andererseits 
die erschöpfende Behandlung des Spezialfalles der Ordnung
2. In dem letzteren Fall verschafft sein Begriff der »mini
malen halbierenden Schnittsysteme« einen Einblick in die 
Struktur dieser involutorischen Transformationen und ge
stattet, die topologische Äquivalenz für diese zu entscheiden. 
Im Anschluss an seine Arbeiten konnte F. Steiger [11] als 
topologische Verallgemeinerung eines von Wim an für alge
braische Kurven gefundenen Satzes den maximalen Wert 
der Ordnung n periodischer Transformationen geschlossener 
Flächen in Abhängigkeit von dem topologischen Charakter 
der Fläche herleiten. Dass dieser Satz über die maximale 
Ordnung sich für Transformationen mit Erhaltung der Orien
tierung als ein Satz über Abbildungsklassen erweist, habe 
ich in [12] dargetan.

Die vorliegende Abhandlung setzt sich das Ziel, für 
orientierbare, geschlossene oder berandete Flächen die Struk
tur periodischer Transformationen mit Erhaltung der Orien
tierung zu untersuchen. Mit dem Ausgangspunkt in den Be- 
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griffen der Modulfläche und der Monodromiegruppe wird 
für den in der Fundamentalgruppe durch die periodische 
Flächenabbildung induzierten Automorphismus eine Normal
darstellung gegeben, die alle Fälle umfasst, und aus der in 
jedem Einzelfall die Struktur der Abbildung durch Vertau
schung von Bereichen auf der universellen Überlagerungs
fläche, und damit auf der Fläche selbst, erkennbar ist. 
Hieraus ergibt sich weiter eine notwendige und hinreichende 
Bedingung für die topologische Äquivalenz zweier periodi
schen Transformationen und damit die Möglichkeit einer 
vollständigen Aufzählung aller topologischen Typen periodi
scher Transformationen. Einen direkten Weg zur Ent
scheidung dieses Äquivalenzproblems habe ich in der dänisch 
geschriebenen Arbeit [13] dargestellt. — Aus der Normal
darstellung des Automorphismus der Fundamentalgruppe 
liest man weiter den zugehörigen Automorphismus endlicher 
Ordnung der Homologiegruppe ab, der sich in einer gegen
über Auswahl einer Homologiebasis invarianten Form durch 
Angabe des Systems der Eigenwerte, also des zugehörigen 
charakteristischen Polynoms vollständig beschreiben lässt. 
Dieses Polynom hängt nur ab von der Ordnung der Trans
formation, der Anzahl der Fixpunkte ihrer Potenzen und 
dem Geschlecht und der Ränderzahl der Modulfläche; und 
umgekehrt gestaltet es, für geschlossene Flächen diese Zahlen 
zu bestimmen. Insbesondere setzt dieses Polynom die Aus
sage der bekannten Spurformel von Alexander [16], Lef- 
schetz [17] und Hopf [18] für den Fall periodischer Trans
formationen von Flächen in Evidenz. Man gewinnt dadurch 
die Erkenntnis, dass der Automorphismus der Homologie
gruppe, der wegen seines algebraischen Charakters beson
ders zugänglich ist, die periodische Flächentransformation 
sehr weitgehend, wenn auch nicht vollständig, festlegt.
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Die Arbeit gliedert sich wie folgt:
1. Die Modulfläche.
2. Die Valenz von Kurven und Verzweigungspunkten.
3. Zurückführung auf den Fall der Unverzweigtheit.
4. Homomorphismus der Fundamentalgruppe von M.
5. Spezielle Wahl der Erzeugenden von T für q > 0.
6. Automorphismus der Fundamentalgruppe von y.
7. Normaldarstellung im Falle q > 0.
8. Normaldarstellung im Falle q = 0.
9. Zusätzliche Relationen bei Verzweigtheit.

10. Strukturbeschreibung auf Grund der Normaldarstellung.
11. Der Aquivalenzsatz.
12. Automorphismus der Homologiegruppe für <7 > 0.
13. Automorphismus der Homologiegruppe für q = 0.
14. Charakteristisches Polynom und Spurformel.
15. Kennzeichnung der Abbildung durch das charakteri

stische Polynom.
Literaturverzeichnis.

1. Die Modulfläche. Eine geschlossene oder von endlich 
vielen Randkurven berandete, orientierbare Fläche y sei 
einer periodischen, topologischen und die Orientierung er
haltenden Abbildung t auf sich unterworfen, n > 1 sei die 
Ordnung von r, d. h. die kleinste positive ganze Zahl, für 
welche rn die identische Abbildung von y auf sich ist. Ist 
P ein Punkt von y, so besteht das Punktsystem

(1.1) P, rP, t*P, .... t"-'P

aus einer gewissen Anzahl in verschiedener Punkte von y. 
Dabei ist 1 < /?? < n und in ein Teiler von n. Es gibt 
Punkte von y, für welche in = n ist; diese mögen einfache 
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Punkte von heissen. Durchläuft P ganz y, so lässt sich 
die Menge der Punktsysteme (1.1) nach Brouwer [1] um
kehrbar eindeutig und stetig auf alle Punkte {p} einer eben
falls orientierbaren Fläche M abbilden, die als Modulfläche 
der periodischen Abbildung vy bezeichnet wird. M ist ge
schlossen oder berandet, je nachdem y geschlossen oder 
berandet ist. Durch die angegebene Beziehung ist y als eine 
n-blättrige Überlagerungsfläche von M, eine Riemannsche 
Fläche über M, erklärt.

Die über dem Spurpunkt {p} von M liegenden insgesamt 
m verschiedenen Punkte des Systems (1.1) lassen sich durch

(1.2) P, TP, t2P, . . r,n-1P

repräsentieren. Diese in Punkte von y sind Fixpunkte bei 
und den Potenzen dieser Abbildung und werden, falls 

in > 1 ist, durch alle anderen Potenzen von r zyklisch ver
tauscht. Wir setzen

(1.3) n = in/.

und sprechen den Punkten des Systems (1.2) die Multi
plizität Z zu. Die gleiche Bezeichnung werde auch ihrem 
Spurpunkt {p} auf M beigelegt, wie wir überhaupt im Fol

genden Benennungen, die sich auf die Überlagerung von 
M durch y beziehen, in gleicher Weise den Punkten oder 
Kurven auf y und ihren Spurpunkten oder Spurkurven auf 
M beilegen.

Einfache Punkte haben die Multiplizität 1. Multiple 
Punkte, d. h. Punkte mit einer Multiplizität Z > 1, liegen, 
wie Brouwer gezeigt hat, isoliert und sind Verziveigungs- 
punkte von y über M. Solche können nicht auf Randkurven 
liegen. Rückt ein variabler Punkt \P) auf M innerhalb 
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einer ganz aus einfachen Punkten bestehenden Umgebung 
eines Verzweigungspunktes in diesen hinein, so rücken auf 
(f> je Z von den darüberliegenden n Punkten zusammen 
und vereinigen sich zu einem Punkt der Multiplizität Z. 
Man pflegt die Zahl Z— 1 als die zugehörige »Verzwei
gungsordnung« zu bezeichnen. — Fixpunkte bei n sind 
Punkte mit m = 1, Z = n, und nur solche. — Falls es nur 
einfache Punkte (m = n, Z = 1) gibt, heisst y unverziveigt 
über M; in diesem Falle sind die Abbildungen t, t2, . . ., 
rn—1 sämtlich fixpunktfrei.

Zur näheren Begründung der Eigenschaften der Modul
fläche, an die in diesem Paragraphen erinnert wurde, ver
gleiche man äusser [1] auch den Abschnitt 6, § 6 des 
Lehrbuches [6] von B. v. Kerék.tàrto.

2. Die Valenz von Kurven und Verzweigungspunkten. 
Es sei x eine einfache, geschlossene, gerichtete Kurve auf 
M, die eventuell vorhandene Verzweigungspunkte vermeidet, 
und P ein Punkt von <p, dessen Spurpunkt (p) auf x liegt. 

Man durchlaufe von P aus einen Weg auf ÿ über der 
Spur x. Dieser möge sich erstmalig nach Z-fachem Umlauf 
um x schliessen; es entsteht dabei eine einfache, geschlos
sene, gerichtete Kurve k auf y, die eine Z-fache Überdeckung 
von x darstellt. Die Zahl Z heisse die Multiplizität der Kurven 
x oder k, und im Falle Z > 1 werden diese als multiple 
Kurven bezeichnet. Das Bild tk von k bei t ist ebenfalls 
eine einfache, geschlossene, gerichtete Kurve auf y-, die 
eine Z-fache Überdeckung von x darstellt. Da auf k genau 
Z Punkte über [p) liegen, ist ik dann und nur dann mit 
k identisch, wenn Z = n. Für Z < n ist rk zu k fremd. 
Ist auch 2Z < 77, so ist F2k zu k und rk fremd. Durch 
Fortsetzung dieses Schlusses sieht man, dass Z ein Teiler 
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von n ist; setzt man n = m/. wie in (1.3), so liegen über 
x die m getrennten Kurven

(2.1) k, rk, r2k, . . k,

und es ist rmk — k. Die Deckkurven von x haben also alle 
die gleiche Multiplizität 2, und die Multiplizität ist daher 
eine x zukommende Eigenschaft. Man drückt bekanntlich 
diese Eigenschaft der Überlagerung dadurch aus, dass man 

als eine reguläre Riemannsche Fläche über M bezeichnet.
Auf der Kurve k liegen die 2 Punkte

(2.2) P, t"'P, r2mP, . . ., T(Z-1),nP

über dem Spurpunkt {p}. Es sei raniP derjenige unter den 

Punkten (2.2), der bei positivem Umlauf um k zunächst 
auf P folgt. Bei r077' wird k so auf sich abgebildet, dass 
das Punktsystem (2.2) in seiner Anordnung auf k eine 
zyklische Vertauschung um einen Schritt erleidet. Diese 
Anordnung auf k wird daher durch die Reihenfolge

(2.3) P, TffmP, r2amP, ..., rÜ-Dtfn,p

angegeben, wobei Exponenten von r nur mod n in Betracht 
kommen. Da P"P unter den Punkten (2.3) vorkommt, 
muss

(2.4) (</, 2) = 1

sein, indem dies Klammersymbol den grössten gemeinsamen 
Teiler bezeichnet. Man bestimme ö so, dass

(2.5) Jo1 = 1 mod 2

ist; dadurch ergibt sich die Stelle, an welcher der Punkt 
P" P = T,i,r'n p in der Reihe (2.3) auftritt. Die Operation P”, 
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bei welcher die Kurve À aus dein Kurvensystein (2.1) erst
malig auf sich abgebildet wird, ist für diese Kurve eine 
periodische Transformation der Ordnung 2, und zwar ist 

k offenbar topologisch äquivalent mit der Drehung einer 

Kreislinie in sich um — einer Volldrehung, wobei 6 wegen

(2.5) zu 2 teilerfremd ist. Da nun t'” ■ tP = t ■ t" P ist, 
folgt, dass zu der periodischen Transformation zm von rk 
und weiter von allen Kurven aus (2.1) die gleiche Dreh- 

zahl — gehört. Daher ist auch ff eine unabhängig von der 

Auswahl von P zu x gehörige charakteristische Zahl. Die 
Zahlen ff und à kommen dabei nur als Restklassen mod 2 
in Betracht. Wir nennen ffm den zu der gerichteten 
Kurve x gehörigen Monodromieexponenten und schreiben

(2.6)
oder auch nur

(2.7)

p (x) = ffm mod n

p (x) = ffm.

Kennt man den Monodromieexponenten ^(x) einer Kurve 
x von M, so berechnet man

(2.8) m = (p (x), n),

Dann gilt (2.4), und mittels (2.5) kann man die Drehzahl 
berechnen. Denjenigen Charakter der Kurve x oder der 
Kurven des Systems (2.1), der sich in dem Monodroinie- 
exponenten, also ausführlicher in dem Zahlensystem (2.8) 
zu erkennen gibt, nennen wir die Valenz dieser Kurven.

Für nicht-multiple Kurven hat man 2 = 1, zzz — zz, und 
man kann ff = 0 setzen. Für 2 = zz, m = 1 hat man eine 
Fixkurve bei ry, und der Monodromieexponent ist eine zu 
n teilerfremde Restklasse ff mod zz.

Kehrt man die Durchlaufungsrichtung von x um, so 
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ändern sich m und Z nicht, während die Restklasse c mod Z 
das Vorzeichen wechselt: Die neue Valenz ist der früheren 
en tgegengesetzt.

Ersetzt man t durch r?, (p, n) = 1, so ändern sich m 
und Z nicht, und c ist durch die Restklasse tfp-1 modZ 
zu ersetzen; denn die Drehzahl ist mit p zu multiplizieren.

Deformiert man die Kurve x auf M, ohne sie über Ver
zweigungspunkte hinwegzuschieben, so bleibt die Valenz 
aus Gründen der Stetigkeit ungeändert. Ist x auf diese 
Weise auf einen Punkt von M zusammenziehbar, der nicht 
Verzweigungspunkt ist, so ist x nicht multipel.

Für den Fall berandeter orientierter Flächen treffen wir 
die Verabredung, die Randkurven immer so zu orientieren, 
dass sie die Fläche positiv beranden. Dann kann man in 
eindeutiger Weise von der Valenz der Ränder sprechen. 
Kehrt man die Flächenorientierung um, so geht die Valenz 
einer Randkurve in die entgegengesetzte über. — Ist M 
homöomorph einem Kreisring und unverzweigt über M, 
so haben die Randkurven entgegengesetzte Valenz.

Die letzte Bemerkung gibt uns die Möglichkeit, von 
der Valenz eines Verziveigungspunktes auf einer orientierten 
Fläche zu sprechen: Es ist die Valenz einer einfachen, 
geschlossenen Kurve, die den Verzweigungspunkt beliebig 
nahe auf M positiv umkreist. Bei Wechsel der Orientierung 
auf y geht die Valenz eines Verzweigungspunktes in die 
entgegengesetzte über. Die Zahlen m und Z haben für den 
Verzweigungspunkt dieselbe Bedeutung wie in 1, und auch 
die Bedeutung der Drehzahl ist unmittelbar anschaulich zu 
erfassen. Vgl. den Rotationssatz von B. v. Kerékjàrto [5, 6],

Geht man mittels einer topologischen Abbildung & von 
g> auf eine Fläche y' zu einer topologisch äquivalenten 
periodischen Transformation
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(2.9) T — 1

von y über, so erhält die gerichtete Kurve k' = &k von 
y offenbar dieselbe Valenz, wie die Kurve k von y. Über
trägt man die Orientierung von y durch & nach y', so 
wird eine Randkurve bezw. ein Verzweigungspunkt von y 
durch & in eine Randkurve bezw. einen Verzweigungspunkt 
von y' mit gleicher Valenz abgebildet.

Zu den in diesem Paragraphen behandelten Regriffen 
der regulären Überlagerungsfläche und des Monodromie- 
exponenten vergleiche man [9] und [14].

3. Zurückführung auf den Fall der Unverzweigtheit. 
Es sei Vein multipler Punkt von y mit der Valenz [wz, Â, ff]. 
Um den Spurpunkt \V) auf Af grenzen wir durch eine 
Kurve z ein Elementarflächenstück E von M ab, das ab
gesehen von (v) nur einfache Punkte enthält und nicht 
an den eventuell vorhandenen Rand von M reicht. Dabei 
sei die Kurve z so orientiert, dass sie M — E positiv be- 
randet, also {V< negativ umkreist. Die Valenz von z ist 
also durch [zzz, Z, — ff] gegeben. Entfernt man die inneren 
Punkte von E aus M und die entsprechenden m Elementar- 
flächenstücke um V, z V, . . r" aus y, so entsteht 
eine neue Fläche y mit einer neuen Modulfläche AI = M— E. 
Dem Übergang von y zu y entspricht die Ersetzung von 
zzz multiplen Punkten von y durch zzz multiple Ränder von 
y. Nun genügt es offenbar, die Struktur der zz-periodischen 
Transformation der Teilfläche y von y zu untersuchen. 
Denn da die Struktur der zz-periodischen Transformation 
des Überlagerungsgebildes von E durch das Valenzsymbol 
[zzz, Â, <r] vollständig beschrieben wird, kann man nach
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träglich wieder »die Löcher schliessen«, also die Trans
formation von <p auf cp erweitern.

Indem wir auf diese Weise alle multiplen Punkte 
durch multiple Ränder ersetzen, reduzieren wir die Struk
turuntersuchung auf den Fall der Un Verzweigtheit, bei dem 
es nur einfache Punkte gibt. Die Abbildungen t, t2, . . ., 

rn~1 sind also sämtlich fixpunktfrei. Dabei legen wir nun 
folgende Bezeichnungen für die weitere Untersuchung fest:

n die Ordnung der periodischen Transforma
tion t,

p das Geschlecht
r die Ränderzahl

g das Geschlecht
s die Ränderzahl

[m„, lv, #„] die Valenz der
r — 1, 2, . . . , s.

der orientierbaren Fläche cp, 
von cp,
der Modulfläche M,
von M,
r-ten Randkurve von M.

Dabei sind diese Symbole nicht willkürlich wählbar: 
Da die v-te Randkurve von M durch mr Ränder von cp 
überlagert wird, hat man

(3.1) r = m1 + m2 + ••• +ms.

Ferner hat man wegen der unverzweigten Überlagerung 
die folgende Beziehung zwischen den Charakteristiken:

(3.2) 2 p + r — 2 = n(2ç + s — 2).

(Denkt man sich M irgendwie trianguliert, so ist die An
zahl der Seiten vermindert um die Anzahl der Ecken und 
Dreiecke gleich der Charakteristik 2q~\-s— 2. Bei Durch- 
drückung dieser Triangulierung auf eine unverzweigte 
n-blättrige Überlagerungsfläche sind diese Anzahlen einfach 
mit n zu multiplizieren.)
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Später ergehen sich noch weitere Relationen, insbeson
dere (4.6).

Falls alle Ränder in der oben beschriebenen Weise 
durch Ausschneidung von Verzweigungspunkten entstanden 
sind, erhält inan durch Eintragung von (3.1) in (3.2) die 
Formel von Riemann-Hurwitz für geschlossene Riemann
sche Flächen.

Kommen keine multiplen Ränder vor, so ist r = ns 
wegen (3.1) (speziell auch r = s = 0), und aus (3.2) wird

(3.3) /> - 1 = n(q — 1) (für r = ns).

4. Homomorphismus der Fundamentalgruppe von M. 
Nach Wahl eines Punktes O auf M zeichne man auf M 
mit 0 als Anfangs- und Endpunkt ein kanonisches System 
von 2q + s Kurven wie in Fig. 1. Dann stellen die Wege

(4.1) «i, £15 «2, Ay> /l’ Z2> ■ • •> 7S

ein Erzeugendensystem der Fundamentalgruppe T von M 
dar. Dabei hat man als einzige definierende Relation von 
T die Relation

(4.2) ^'1^'2 • • • ^gZl/2 • • • = D

wobei zur Abkürzung

(4.3) kt = aißia-'ß~' 0 = 1.2. .... </)

gesetzt ist.
Ist o ein Punkt von y über der Spur 0, so gelangt 

man bei einem Umlauf z. B. über der Spur von o nach 

vgl. die Definition der Operation >i in (2.6). Einem 
geschlossenen Weg wie z. B. entspricht dabei der 
Monodromieexponent /.i («x) + («2)- Die Operation stellt 
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also eine homomorphe Beziehung der Fundamentalgruppe 
T von M auf die additive Gruppe der Restklassen mod n 
dar. Die zu den Erzeugenden (4.1) gehörigen Monodromie- 
substitutionen müssen die ganze Monodromiegruppe er-

Fiß. 1.

zeugen, da man ja o mit to auf y verbinden und den 
zugehörigen Spurweg auf M in der Fundamentalgruppe 
darstellen kann. Also muss

(4.4) (tq), . . ., G^), fi (/t), . . ., ^ (/s), n) = 1

sein. Nach den Bezeichnungen von 3 ist dabei
(4.5) ^(/F) = ^mr mod zi (v = 1, 2, . . ., s> 

gesetzt.
Die Operation ft ist kommutativ. Bei ihrer Anwendung 

auf ein Element von T kommt es also nur darauf an, in
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welche Restklasse nach der Kommutatorgruppe von T dies 
Element gehört. Insbesondere ist /j, (k^) 0 mod n. Aus (4.2)
und (4.5) hat man daher

(4.6) + «27?72 + • • • + <Jsms = 0 mod n

als weitere Relation zwischen den in 3 definierten Symbolen. 
Hat die Modulfläche das Geschlecht Null, so folgt aus (4.4) 
überdies

(4.7) (0^, • • •> asins’ n) = 1 9 = °)-

5. Spezielle Wahl der Erzeugenden von T für q > o.
Die Anbringung des kanonischen Kurvensystems der Fig. 1 
auf der Modulfläche Jf ist mit weitgehender Willkür ver
bunden. Wir werden im Folgenden topologische Abbil
dungen von M auf sich betrachten, die die Orientierung 
von M erhallen und 0 in sich überführen, und dabei unter
suchen, wie sich die ^-Werte des Erzeugendensystems (4.1) 
ändern. Diese Abbildungen von M auf sich setzen wir 
wiederum aus 8 erzeugenden Abbildungen St, . . ., S8 zu
sammen. Wir werden diese Abbildungen durch isomorphe 
Transformationen der Fundamentalgruppe T von M in sich 
beschreiben, indem wir angeben, welche Elemente von T 
jeweils für die ursprünglichen Erzeugenden zu substituieren 
sind; Erzeugende, die ungeändert bleiben, werden dabei 
nicht mit aufgeführt.

N2 • ßl ai

«1 -> a2

ßl

OC-2 —Å’2

/?2 ^2 ^^1^2
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al a2 
ß\. ^2
«2 -> a3

ßq—1 ~> ßq
aq k~l . . . Å’2 1 ark2 . . . Å(/

ßq ~kq 1 . . . /c2 1 ßik% . . . kt/

. a i >■ cz^cc^ß^
ß{ ß2a2 1ßlazß2 1
Cf2 ß2 ^-> ß £ <^2 ß 2 ß\ ^2 /^2 ^2 ß\ ^2 ß 2
ZG ~* /G/Ga2 1 ß~\. ^ **2^2

V- /t-^rt^rr1

/2 -> Z1

S7: Xl Ï2

Ï2 Ï3

rs-i rs

rs r?1 • • • r?1 n n • ■ • rs

S8: «g^rT^gZi

ßq n 1«71/t %^9%%rt

/i -> /T1«71 /i %ri-

Man stellt zunächst mit geringer Mühe fest, dass
. . ., S8 Automorphismen der durch die Elemente (4.1) 

erzeugten freien Gruppe sind, indem die ursprünglichen 
Erzeugenden sich durch die ihnen bei den Substitutionen 
S entsprechenden ausdrücken lassen, ohne dass man von 
der Relation (4.2) Gebrauch macht. Ferner geht das Rela- 
tionsivort auf der linken Seite von (4.2) bei allen 5 in sich 
über, wie man durch unmittelbare Einsetzung feststellt.

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XV, 1. 9



18 Nr. 1. Jakob Nielsen:

Also sind die S auch Automorphismen von T. Dass ihnen 
dann auch topologische Abbildungen von M auf sich mit 
Erhaltung des Punktes O und der Orientierung entsprechen,

bestätigt man leicht durch Zeichnung des entsprechenden 
Systems von Bildkurven. Es wird genügen, dies in den zwei 
verwickeltsten Fällen, nämlich für S5 bezw. S8, durch die 
Figuren 2 bezw. 3 auszuführen. Dabei ist in Fig. 2 nur 
derjenige Teil der Fläche angedeutet, der zu den ersten 
beiden Rückkehrschnittpaaren gehört, und in Fig. 3 der
jenige Teil, der zu dem q-ten Rückkehrschnittpaar und der 
ersten Randkurve gehört. Die neuen Fundamentalkurven 
sind dabei durch einen Akzent bezeichnet.
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Für q — 2 ist S3 = S4. Für s = 2 ist S6 — S7. Für q = 1 
fallen S3, S4 und S5 fort. Für s = 1 fallen S6 und S7, und 
für s = 0 überdies S8 fort. Für q — 0 fallen alle 5 fort,
die Symbole a und ß enthalten.

Die p-Werte der Erzeugenden /s, sind durch
die Valenzen der Ränder gegeben; siehe (4.5). Für diese 
besteht die Wirkung der S nur darin, dass S6 und S7 eine 
beliebige Änderung derjenigen Reihenfolge herzustellen ge
statten, in der die Ränder für die Darstellung von T be
rücksichtigt werden. Für den speziellen Fall q = 0 ist dies 
somit überhaupt die einzige Wirkung der S.

In dem Rest dieses Paragraphen handelt es sich somit 
um den Fall q > 0. Wir stellen die [i-Werte der ai und ß. in 
einer' Matrix z/ mit q Zeilen und zwei Spalten zusammen:

2
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(5.1)

^(«i)
(«.2)

(A) 
t1 (ßz)

/*(%) gfjQ

Es soll nun gezeigt werden, dass man durch Ausübung der 
S erreichen kann, dass an einer beliebig gewählten Stelle von 
/i die Bestklasse 1 mod n und an den übrigen 2 g — 1 Stellen 
die Restklasse Omodn zu stehen kommt.

Durch wird g («4) durch g(ccj + g (ßi), und durch 
S2 wird g Cß^ durch g(ßt) A~ gCa^) ersetzt, während sich 
im übrigen in ./ nichts ändert. Durch fortgesetzte An
wendung von und S2 kann man daher erreichen, dass 
g(ßt) durch die Restklasse 0 und g(c<i) durch die Rest
klasse der Zahl l/u(a1), g (ß]), n) ersetzt wird. 1st q > 1, 
so kann man durch S3 und S4 eine beliebige Permutation 
der q Zeilen von .1 herstellen, ohne im übrigen an den 
Elementen der Matrix etwas zu ändern. Also kann man 
durch Sj, ..., S4 erzielen, dass die zweite Spalte von 1 
aus Restklassen 0 besteht. Nachdem dies eingetreten ist, 
zieht man S5 heran: Die Wirkung von S5 besteht dann 
nur darin, g(«t) durch g (at) + g (a2) zu ersetzen, ohne 
^(«2), ..., ^(a ) zu ändern und ohne etwas daran zu 
ändern, dass g(ß^), . . ., g(ßg) die Restklasse 0 sind. Durch 
fortgesetzte Anwendung von S5 zusammen mit den durch 
<S'3 und S4 bewirkten Zeilenpermutationen kann man daher 
noch erreichen, dass q—1 der^ («(.), also 2q — 1 der Ele
mente von z/ die Restklasse 0 sind. Als das letzte Element 
kann man den grössten gemeinsamen Teiler aller ursprüng
lichen Elemente von d. h. die durch die Zahl

(5.2) (#(«!), g (cc(/), g(ßi), . . g (ßq), n) = z 

bestimmte Restklasse erzielen.
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Ist z = 1, so ist unser Ziel erreicht. Ist z — n, so ist z/ 
die Nullmatrix und ist daher von vorne herein die Null
matrix gewesen, sodass dar kein S angewendet ist. Ist 
z> 1 und ein echter Teiler von n, so kann man noch die 
Restklasse z durch yz ersetzen, wobei y eine beliebig 
vorgeschriebene, zu - teilerfremde Zahl ist. Denn ist {z, 0/ 

z
die erste Zeile von z/, so wird sie durch S% in \z, yz} und 
weiter durch Sæ in (z(l + xy), yz} verwandelt, und das 
ist gleich {o, yz}, wenn man x so wählt, dass xy = —1 

mod” ist. Diese Bemerkung zeigt zugleich (für y=l), dass 

man die von 0 verschiedene Restklasse nach Belieben in 
der ersten oder zweiten Spalte von J, also mittels . . ., S4 
an beliebiger Stelle von z/ anbringen kann.

Ist nun z> 1, so muss s> 0 sein wegen (4.4). Dann sei

« = • • •, Mrs), n).

Wegen (4.4) gibt es Zahlen x und y so, dass

xu + yz = 1

ist. Für z — n muss u = 1 sein, und man kann y — 0, x = 1 
wählen. Für l<z</? ist y nur als Restklasse mod u be
stimmt, und wegen (y, u) = 1 kann man y so wählen, 
dass [y, — \=1 ist. Mann kann also in allen Fällen eine 

' , ' . Jl
Zahl y, die für z = n gleich Null und für 1 < z < n zu 

teilerfremd ist, und eine Linearkombination L von ^(j^), 
• • - , ^(/s) so wählen, dass

(5.3) yz + L s== 1 mod n

ist.
Nun richte man für z> 1 die Matrix / so ein, dass 

pißq) = yz und alle übrigen Elemente 0 sind, wobei y 
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gemäss (5.3) gewählt ist. Dann hat S'8 die Wirkung, /*(/$) 
durch jw (/S ) + (yt) zu ersetzen und im übrigen nichts in 
z/ zu ändern. Durch S6 und S7 kann man ein beliebiges 

an die Stelle von bringen und daher durch fortgesetzte 
Anwendung von S6, S7 und S8 eine beliebige Linear
kombination von ft (/i), . . ., !«(/s) zu /x(/? ) hinzufügen. 
Nach (5.3) kann man daher an der Stelle /< (/?(/) die Rest
klasse 1 mod n erzielen, und diese lässt sich dann, wie 
schon genannt, an jede Stelle von J verlegen. — Damit 
ist der Beweis für den obigen Satz erbracht.

Im Falle q > 0 lassen sich also die kanonischen Kurven 
. . ., /? der Fig. 1 so mahlen, dass eine (beliebig gewählte) 

unter ihnen die Multiplizität n hat und die übrigen 2q—1 
nicht multipel sind, und dass überdies einem Umlauf um die 
multiple die Monodromiesubstitution rl entspricht.

6. Automorphismus der Fundamentalgruppe von y. 
Die universelle Überlagerungsfläche von M lässt sich be
kanntlich topologisch auf einen Bereich <1) der euklidischen 
oder hyperbolischen Ebene so abbilden, dass die Funda
mentalgruppe T von M dabei als diskontinuierliche Bewe
gungsgruppe von (D in sich dargestellt wird.

Der euklidische Fall liegt vor, wenn T abelsch ist, und 
das tritt nur in zwei Fällen ein:

abelsch; und wenn multiple Ränder vorkommen, so ist ihre 
Anzahl mindestens 2 wegen (4.6), und andererseits ist T 
im Falle s > 2 nur für s — 2, q = 0 abelsch. — Im Falle

a) Wenn q — 0 und .•■i — 2, wobei beide Ränder multipel
sind,

b) Wenn q = 1 und s = 0.
Denn wenn kein Rand multipel ist, so ist q > 0 wegen
n > 1 und (3.3), und rln ist dann nur für q — 1, s = 0
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a) ist M und damit auch y einem Kreisring homöomorph, 
wobei n beliebige Werte haben kann. Je nachdem von den 
beiden Randkurven keine, eine oder beide durch Aus
schneiden eines Verzweigungspunktes entstanden sind, ist 
die betrachtete Transformation der ursprünglichen Fläche 
y topologisch äquivalent mit der n-periodischen Drehung 
at) eines Kreisringes um seinen Mittelpunkt, a2) einer Kreis
scheibe um ihren Mittelpunkt, a3) einer Kugel um einen 
Durchmesser; dabei hat man in jedem der drei Fälle die 
Drehzahl als einzige kennzeichnende Invariante. Das sind 
die durch Brouwer und v. Kerékjârto zuerst erledigten 
Fälle [2, 5]. — Im Falle b) kann man nach 5 ein kanoni
sches Schnittpaar so wählen, dass zu ihnen die Sub
stitutionen T1 und t° gehören. Wegen (3.3) ist p — 1 und 
n beliebig. Die betrachtete Transformation von y ist also 
topologisch äquivalent mit der Drehung eines metrisch 

regulären Torus in sich - einer vollen Drehung. Schon in 

einem so einfachen Fall ergibt also die Betrachtung von 
5 das anschaulich zuerst wohl überraschende Resultat, 

2
dass z. B. eine  Drehung eines metrisch regulären Torus 

ô 1
in sich mit der - Drehung topologisch äquivalent ist. D
Dadurch vereinfacht sich die von Brouwer in [3, § 1] ge
gebene Aufzählung, indem die dort mit a bezeichnete, zu 
71 teilerfremde Zahl immer durch 1 ersetzt werden kann.

Da man somit im euklidischen Fall die Struktur der 
periodischen Transformation und das zugehörige Äquivalenz
problem völlig übersieht und eine Aufzählung aller möglichen 
topologischen Typen angeben kann, können wir uns im 
Folgenden auf den hyperbolischen Fall beschränken, in 
welchem T nicht kommutativ ist.

Die hyperbolische Ebene sei in bekannter Weise durch 
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das Innere des Einheitskreises E der Ebene einer kom
plexen Variablen x so dargestellt, dass ihre Bewegungen 
in sich durch linear-gebrochene Substitutionen in x be
schrieben werden, die E in sich überfuhren. Der Bereich 
(D ist mit dem Inneren von E oder mit einem Teilbereich 
davon identisch, je nachdem M geschlossen oder berandet 
ist. In letzterem Fall kann man annehmen, dass die Ränder 
von M geschlossene geodätische Linien im Sinne der von 
der x-Ebene auf Af übertragenen hyperbolischen Metrik 
sind. Dann wird der Bereich ® von »Geraden«, d. h. zu E 
orthogonalen Kreisbögen berandet, die das Innere von E 
durchziehen. Der kürzeren Ausdrucksweise zuliebe sprechen 
wir von <7> direkt als der universellen Überlagerungsfläche 
von M, anstatt d) als topologisches Abbild der abstrakt 
definierten universellen Überlagerungsfläche zu bezeichnen. 
T ist die Gruppe der Decktransformationen von d) über M, 
was wir kurz durch die Schreibweise

(6.1) M = d> mod T

zum Ausdruck bringen.
Nun lässt sich d) auch als universelle Überlagerungs

fläche von (p auffassen und zwar auf genau n verschiedene 
Weisen, von denen wir eine folgendermassen festlegen: 
Sei x = a> ein Punkt von d) und o ein Punkt von y, beide 
mit dem Punkt 0 der Fig. 1 als Spurpunkt auf M. Einer 
geschlossenen Kurve von M mit dem Anfangs- und End
punkt 0, die einem Element x der Fundamentalgruppe T 
von M entspricht, entspricht in d> ein Weg von m nach 
dem Punkte xw und auf y ein Weg von o nach dem Punkte 

Der letztere ist dann und nur dann geschlossen, 
wenn /i(x) 0 mod n ist, und ihm entspricht in diesem
Fall ein Element der Fundamentalgruppe F von y bei 
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Zugrundelegung von o als Anfangspunkt. Dadurch ergibt sich 
F als diejenige Untergruppe von T, für deren Elemente

0 mod n ist. Wegen des kommutativen Charakters der
Operation p ist F Normalteiler von T. Die Faktorgruppe 

- ist die zyklische Gruppe der Ordnung n. Die Festlegung 
F
von als universelle Überlagerungsfläche von y geschieht 
nun eindeutig durch die Vorschrift, dass zwei Punkte von 
(I) dann und nur dann denselben Punkt von y überdecken, 
wenn sie sich hei einem Element der Untergruppe F von T 
entsprechen, — sie überdecken dann auch denselben Punkt 
von M, — und dass überdies w den Punkt o überdecken 
soll. Nach dieser Festsetzung schreiben wir entsprechend (6.1)

(6.2) y = ® mod F.

Der durch ein beliebiges Element x von T bewirkten 
Bewegung von (D in sich entspricht nun die Abbildung 

von auf s|ch Durch Transformation mit z wird der 
Normalteiler F von T isomorph auf sich abgebildet. Ist f 
ein Element von F, also eine Decktransformation von 
über y, so entspricht auch fx der Abbildung von y, 
und der zugehörige Automorphismus von F geht aus dem 
vorigen durch Hinzufügung eines inneren Automorphismus 
von F, nämlich der Transformation aller Elemente von F 
mit f, hervor. Zwei solche Automorphismen nennen wir 
verwandt und eine Gesamtheit verwandter eine Antomor- 
phismenfamilie von F. Den n Potenzen von t entsprechen 
also n Automorphismenfamilien von F.

Nun sei t ein fest gewähltes Element von T, für welches 
^(f) = 1 mod n ist. Da man für F die Restklassenzerlegung

(6.3) F, Ft, Ft2, ..., Ftn~l

nach F hat, lässt sich jedes Element von T in der Form
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(6.4) ftx, (fin F, 0<x<n — l)

schreiben. Das Element t" liegt in F und sei mit

(6.5) tn = a

bezeichnet. Durch Transformation von F mit t erhält man 
einen zu der Abbildung z gehörigen Automorphismus von 
F. Iteriert man diesen n Male, so erhält man denjenigen 
inneren Automorphismus von F, bei dem jedes Element von F 
mit dem ebenfalls zu F gehörigen Element a transformiert 

wird, und dieser gehört zu der identischen Abbildung rn 
von cp.

Nun ist F als Fundamentalgruppe einer Fläche vom Ge
schlecht p mit r>0 Randkurven durch endlich viele 
Elemente erzeugbar, etwa durch die Elemente

(6.6) A, h, .... fh

mit gewissen definierenden Relationen. Man erhält dann eine 
neue Darstellung von T, indem man zu den Erzeugenden
(6.6) mit den für sie geltenden Relationen noch die Erzeu
gende t mit der Relation (6.5) hinzufügt und als weitere 
Relationen hinschreibt, in welche Elemente die Erzeugenden
(6.6) durch Transformation mit t übergehen.

Für diese Reschreibung der Abbildung z von durch 
den in F induzierten Automorphismus soll nun in den 
folgenden Paragraphen eine Normaldarstellung gesucht wer
den. Dabei ist zwischen den Fällen g>0 und q — 0 zu 
unterscheiden. Wir erhalten diese Normaldarstellung zu
nächst für unverzweigte Überlagerung von M durch y und 
können daraus nachträglich ohne Mühe auch für den all
gemeinen Fall der verzweigten Überlagerung eine Normal
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darstellung gewinnen. Es wird sich dabei zeigen, dass es 
zweckmässig ist, die Erzeugendenzahl h von F in (6.6) 
nicht immer so klein wie möglich zu halten.

7. Normaldarstellung im Falle q>Q. Wenn das Ge
schlecht q der Modulfläche M positiv ist, so sei das Er
zeugendensystem (4.1) der Fundamentalgruppe T von M 
nach 5 so gewählt, dass ^(at) = 1 mod n ist und ßt, a2, 
. . ., nicht multipel sind. Dann kann die Rolle des 
in 6 mit t bezeichneten Elements von T übernehmen und 
soll dementsprechend mit t bezeichnet werden. Dabei ist 
nach der Bezeichnung (6.5) 

(7.1) [n — a.

Die Elemente «2, . . . , gehören zu F und sollen 
hier zunächst mit bt, a2, . . ., b bezeichnet werden. Die 
p -Werte der s > 0 Randkurven sind durch (4.5) gegeben. 

Dabei ist o',, nur als Restklasse nach dem Modul Â,, = 

bestimmt. Wir wollen hier für diese Restklassen ein System 
von v repräsentierenden Zahlen, die wieder mit or be
zeichnet werden, so auswählen, dass man an Stelle von (4.6)

(7.2) o'1m1 + <r2zn2+• • •+o'sms = 0

hat. Statt der Erzeugenden führen wir neue Erzeugende

(7.3) v = 1, 2, . . ., s

ein, die zu F gehören, da /z (cJZ) = 0 mod n wird. Dann ist

(7.4) v = 1, 2, ..., s.

Somit hat man für T das Erzeugendensystem

(7.5) t, />,, aa, b2, .... a7, bg, q, c2, . . ., c,
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und als einzige definierende Relation entsprechend (4.2)

(7.6)
tbLt 1 bl1 a2b2a2 1 b2 1 . . .

. . aqbqClq = 1.

lin Falle s 0 könnte man mittels (7.6) eine Erzeugende, 
etwa cg, eliminieren und dadurch T durch ein System freier 
Erzeugender darstellen; aber teils würde dadurch die Gleich
berechtigung der Randkurven nicht mehr in der formalen 
Darstellung zum Ausdruck kommen, teils würde der Fall 
s = 0 eine gesonderte Behandlung erfordern. Wir bleiben 
daher bei der Darstellung von T durch (7.5) und (7.6).

Nun suchen wir eine Darstellung des Normalteilers F 
von T. Unter den Erzeugenden (7.5) gehört nur t nicht zu F. 
.Jedes Element von T lässt sich schreiben als ein Produkt 
von Transformierten der Erzeugenden 5t, . . ., cs von (7.5) 
mit Potenzen von t, multipliziert mit einer Potenz tx, und 
es gehört dann und nur dann zu F, wenn der Exponent x 
durch n teilbar ist.

Für diese Transformierten führen wir folgende Bezeich
nungen ein:

(7.7) ö,7- = v-7

cr,7 = t'^r1

i — 2, 3, . . ., q

z=1,2,3,...,q

v = 1, 2, 3, . . ., .$•.

Dabei nimmt j alle Werte an, und ai>0, öi>0, cr>0 be
deuten dasselbe wie af, bt, cv. Ein in den Erzeugenden (7.5) 
geschriebener Ausdruck e ist dann und nur dann gleich 1 
in 7', wenn er sich identisch in diesen Erzeugenden in der 
Form eines Produktes
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(7.8) e = 77(^/?±1?F J)

schreiben lässt, wobei R das Relations wort in (7.6) und 
die Transformatoren ^Ausdrücke in den Erzeugenden (7.5) 
sind, e hat also wegen (7.6) und (7.2) die Exponenten
summe 0 in t. Da sich die W in der Form

= 0>(aG/, bid, c^-tx

bringen, wobei

schreiben lassen, lässt sich (7.8) in die Form

(7.9) e = 1 (/F1)

(7.10) = x X

gesetzt ist. Dabei sind die ebenfalls Ausdrücke in den
Elementen (7.7), weil t in R wegen (7.2) die Exponenten-
summe 0 hat.

Man hat also für F die Erzeugenden

(7.11) ^i,j’ Cv,j'

Ein Ausdruck in diesen, der gleich 1 sein soll, muss in tn 
die Exponentensumme 0 haben, da er als Element von T 
in t die Exponentensumme 0 haben muss. Er lässt sich 
daher zunächst mittels der Relationen

durch die aid-, allein darstellen und dann iden-

(7.12)

tnaijt " = aiJ+n 

tnbitirà = biti+n 

tn^,irn = C^,i + n
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tisch in diesen in die Form (7.9) bringen. Also sind die 
Relationen (7.12) zusammen mit den Relationen

(7.13) V«i,P crJ = 1

vollständig für F. Benutzt man die Abkürzung

(7.14) ktj = aitjbitjaT,j i = 2, 3, .... c/,

so erhält man explizit die Relationen (7.13) für 0 < x < n — 1 
aus (7.6) und unter Benutzung von (7.2)

^1,1 ^1,0^2, 0 • • • ^<7,(Al, 0^2, a2m2 ‘ ‘ —ffsBis

^1,2 — ^1,1 ^2,1 • • • kq,lcl,lc2, a1m1+ 1........................cs,— <rsms + l

(7.15)------------------

7*1, n— 1 n — 2-7’2, n — 2 • • • ^q,n —2^1, n —2 • • • ^s,— <s$ms + n—2

^l,n bl,n— 1 7^2, n— 1 • • • ^q,n— 1 1, n— 1 • • • ‘Cs,— <rs + n — 1 •

Diese Darstellung von F lässt sich nun durch Elimi
nation überflüssiger Erzeugender folgendermassen verein
fachen: Mittels (7.12) kann man alle diejenigen Erzeugenden
(7.7) eliminieren, für welche ,/ ausserhalb des Wertbereichs 
0</< n — 1 liegt, und damit fallen die Relationen (7.12) 
fort. Weiter kann man sich dann auf die Auswahl (7.15) 
der Relationen (7.13) beschränken, da alle übrigen aus 
den n Relationen (7.15) durch Transformation mit Potenzen 
des in F gelegenen Elementes hervorgehen. Ferner kann 
man mittels der ersten n — 1 Relationen (7.15) suczessive 
T’i.i, 7>1)2, . . ., bl n_i eliminieren und in die letzte Rela

tion (7.15) einsetzen. Dabei ist in dieser bln durch tnb1{)t~n 
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zu ersetzen. Wir schreiben nun a statt t" nach (7.1) und 
b statt b10 und haben dadurch folgende Darstellung von F 
gewonnen :

Erzeugende von F:
a
b

(T-W) Uij 1
bi,j I Z = 2’ 3’ ’ 9 - 0, 1, 2, . . n- 1.

Gm F = 1, 2, .... s

Definierende Delation von F:

aba b Å’2,o • • • ^q)0cl,0c2><T1m1c3,<T1m1+(T2m2 • • • cs, — tfsms ^2,1 ■ • • 

(7.17) . . . kq lCltl . . . CSj_ffsms + 1JC2,2.....................................................

• • • ^2,n — 1 • • • I'q,n—lcl, n—1 • • • ^s, — <jsms+ n—1 !•

In dieser Schreibweise der Relation (7.17) wird zwar 
der zweite Index der Symbole c nicht immer dem Wert
bereich von 0 bis n—1 angehören, aber ein solches c ist 
dann nach der Formel

(7.18) c^j + xn = 0<j<n —1

zu lesen. Diese Bemerkung ist auch im Folgenden für die 
Symbole c zu beachten.

F ist Fundamentalgruppe der Fläche ÿ vom Geschlecht p 
mit r Randkurven. Die Anzahl der Erzeugenden (7.16) von 
F ist 7i [2 (ç — 1) + s] + 2, und das ist wegen (3.2) gleich 
2p+ r. Die ns Symbole cr 7 kommen in (7.17) genau je 
einmal vor. Ist .s > 0 (also auch r>0 und g berandet), so 
kann man mittels (7.17) genau eines der cvj eliminieren 
und dadurch F als freie Gruppe mit 2p+r— 1 freien Er
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zeugenden darstellen. 1st .s — 0 (also auch r = 0 und y 
geschlossen), so fallen die Symbole c überall fort; dann 
hat man 2p Erzeugende in (7.16) und als Relation (7.17) 
das Produkt der p Kommutatoren gleich 1, also die be
kannte kanonische Form für F. — Aus diesen Bemerkungen 
ergibt sich die Vollständigkeit der Relation (7.17) für die 
Erzeugenden (7.16) auch unmittelbar aus der Bedeutung 
von F, ohne Bezugnahme auf die vorhergehende formale 
Rechnung.

Für den in dem Normalteiler F von 7’durch die Trans
formation mit t induzierten Automorphismus I erhält man 
die folgende Darstellung:

Iteriert man diesen Automorphismus n Male, so sieht 
man, dass /" derjenige innere Automorphismus von F ist, 
bei welchem jedes Element f von F in afa 1 übergeht. 
Für das Element b ist dabei die Relation (7.17) zu beachten.

Durch Transformation mit t geht das Relationswort 
(7.17) in eine Transformierte seiner selbst, nämlich in den mit

[öÄ’2,0 . • . 0^1,0 • • • ^s, — asms ® ]

transformierten Ausdruck über.



Die Struktur periodischer Transformationen von Flächen. 33

Damit ist die gewünschte Normaldarstellung des zu der 
Abbildung t von y gehörigen Automorphismus von F für 
q > 0 gefunden. Ist ÿ geschlossen, also s = 0, so sind die 
Symbole cr>/ einfach überall fortzulassen.

Stellt man die Gesamtgruppe T dadurch dar, dass man 
als Erzeugende die Elemente (7.16) und dazu noch t nimmt, 
so bilden die Relationen (7.1), (7.17) und (7.19) ein voll
ständiges System definierender Relationen für diese Er
zeugendenwahl. Denn mittels (7.19) und (7.1) kann man 
jedes Potenzprodukt dieser Erzeugenden in die Form (6.4) 
bringen, und für F allein ist (7.17) vollständig.

Im Falle s> 0 wollen wir noch unser Augenmerk auf 
die Elemente v — 1, 2, . . s, von T richten, von denen 
wir am Anfang dieses Paragraphen zu den neuen Erzeu
genden cv übergingen. Wegen (7.4) ist die niedrigste 
Potenz von die zu F gehört, und es ist

Zn P  I 4-^P^P \ „ /^P^(J-20) Ff ) cp,0cp,at,mt,cp,2al,ml/ • • • cp,(Åt/-l)al,inl,^

Der letzte Faktor ist aff|/ wegen (1.3) und (7.1). Das 

Element (7.20) werde mit <jr>0 und seine Transformierten 
durch Zz für Z = 1, 2, . . ., — 1 mit gy>1, . .

bezeichnet:

(7.21) gv>l = tlg^t l = tlr^t 1 v= 1, 2, s
/ = 0, 1, 2...., m„ — 1.

Zufolge (7.20) findet man für diese Elemente von F die
Darstellungen :

(7.22)

9p,m^— 1 + — 1 •

Vidensk. Selsk. Matli.-fys. Medd. XV, 1.

cf,
3
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Transformiert man dies letzte Element mil t, so erhält
man

(7.23)

• • • Cr,mr-r(År—’

Ist, entsprechend (2.5),

= 1 + 0 < ô„ < lv,

so kommt in <7r 0 der Faktor

__ _ __ — r/z
cr,(rr<rrmr a cv,mva

vor, und man erkennt, dass

[Cr,0 • • • ( 9v,o [CJ/,O • • • — 1) a^n^, ]

ist. Also ist (7.23) die Transformierte von 0 mit dem 
zu F gehörigen Element

(7.24) cr, 0 mv

v v 1

Cv, ($v—V><fvmva

Man hat also:

Diese Formeln drücken den folgenden Sachverhalt aus: 
Über der r-ten Randkurve von Af, die in Fig. 1 durch 
die Kurve yv umlaufen wurde, liegen mv Kurven von y, 
die sich je erst nach 2r-fachem Umlauf um die Spurkurve 
schliessen: Die diesen mv Kurven von y entsprechenden mr
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Elementklassen von F werden durch die Elemente (7.22) 
repräsentiert. Bei der Abbildung t von <p vertauschen sich 
die Kurven zyklisch: Bei Transformation mit l geht gr l 
nach (7.25) in gp,ii über für l — 0, . . 2 und
9i>,m —1 in Element derselben Elementklasse von F 
wie gp Q- Bei der Abbildung werden die Kurven 

Fixkurven mit der Drehzahl : Bei Transformation 

mit tm bleiben die Elemente g^ innerhalb ihrer Element
klasse in F, und die Drehzahl geht aus der Gestalt des 
Transformators (siehe (7.24)) hervor.

Die beiden extremen Fälle = 1, = n und tnr — n,
= 1 werden hierbei sinngemäss mit umfasst.
Die mr Elemente (7.22) enthalten zusammen mit Rück

sicht auf (7.18) jede der Erzeugenden cr>7-, 0<y< n-1, 
genau einmal.

8. Normaldarstellung im Falle q = 0. Dass der Fall, 
in welchem die Modulfläche M das Geschlecht 0 hat, eine 
gesonderte Behandlung erfordert, hat folgenden Grund: 
Im Falle q > 0 konnte man ein für die Zerlegung (6.3) 
brauchbares Element t von T ausserhalb der durch das 
Teilsystem ; s von (4.1) erzeugten Untergruppe von T
wählen; im Falle q = 0 macht diese Untergruppe ganz 7’aus.

Es sei 7 = 0. Dann gibt es, wie schon in 6 benutzt, 
multiple Randkurven, und zwar wegen (4.6) mindestens 
zwei. Nach 6 können wir dabei sogleich s > 3 annehmen. 
Nach (4.1) und (4.2) hat man für T das Erzeugendensystem

(8.1) ri, /a, . • ., rs

mit der definierenden Relation

(8.2) /1/2 • • • /s ~ 1 •
3*
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T ist somit eine freie Gruppe, und wir wählen die Elemente

(3.3) /l» /2, • • •’ /s_i

als ein System freier Erzeugender für T. Wegen (4.5), (4.6) 
und (4.7) ist dabei

(8.4) (<h7JIl’ ^2m2> • «) = 1-

Da es nach 5 auf die Reihenfolge der nicht ankommt 
und s>3 angenommen wurde, kann man die Bezeichnung 
so wählen, dass auch unter den (8.3) entsprechenden Kurven 
mindestens zwei multiple vorkommen, also solche, deren 
m-Wert eine in n aufgehende Zahl kleiner als n ist. Sei 
etwa znt die kleinste der Zahlen m1, m2, . . ., ms_1, und 
es sei etwa auch /n2 < n. Ersetzt man dann /2 durch /2/æ 
und lässt die übrigen Erzeugenden (8.3) ungeändert, wo
durch man zu einem neuen System freier Erzeugender für 
7’ übergeht, so kann man durch passende Wahl von .r 
erreichen, dass //(/a/j) = 0 mod n ist, falls m1 in m2 
aufgeht, und dass ("(/2ri)> n) < mt ist, falls nicht in m2 
aufgeht. Durch fortgesetzte Anwendung solcher Erzeugenden
wechsel kann man daher wegen (8.4) offenbar zu einem 
neuen System freier Erzeugender für T gelangen, bei dem 
der jW-Wert einer Erzeugenden = 1 und derjenige der 
übrigen = 0 mod n ist. Die erstere wählen wir als das t 
von (6.3) und bezeichnen das Erzeugendensystem mit

(8.5) t, f2to, - . fs—2,o‘

Die Elemente fi 0 gehören dabei zu F. Um alle Elemente 
von T auf die Form (6.4) zu bringen, hat man noch die 
Transformierten

(8.6) ft,j = t'fi,orj z = 1, 2, . . ., s-2

für alle Werte von j einzuführen. Dann ist das / der Formel 
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(6.4) ein Produkt der und das Element (6.4) gehört 
dann und nur dann zu F, wenn n in x aufgeht. Setzen 
wir noch wie in (6.5)

(8.7) tn = a,

so hat man ebenso wie in (7.18)

(8.8) fi,j + xn = aXfi,jO~X 0 <./ < ti — 1,

und kann daher nach Einführung des Elements a von F 
alle diejenigen Elemente (8.6), deren zweiter Index ausser
halb des Wertbereiches von 0 bis n —1 liegt, mittels (8.8) 
eliminieren. Man gewinnt dadurch das folgende

System freier Erzeugender von F:

a
(S-9) /•,/ i = 1, 2, ..., s-2; ,j = 0, 1, ..., n — 1.

Dass in der Tat keine Relationen zwischen den Erzeu
genden (8.9) von F bestehen, kann man formal aus dem 
Verfahren bei ihrer Herstellung ähnlich wie in 7 nach
weisen. Einfacher erschliesst man es aus der Bedeutung 
von F, wie dies auch in 7 angedeutet wurde: F ist als 
Fundamentalgruppe einer Fläche y vom Geschlecht p mit 
r > 0 Randkurven eine freie Gruppe mit 2p+ r 1 freien 
Erzeugenden. Die Anzahl der in (8.9) verwendeten Erzeu
genden von F ist n (s— 2) + 1, und wegen q = 0 und (3.2) 
ist dies gleich der Minimalzahl 2p-\-i—1, woraus nach 
einer bekannten Eigenschaft freier Gruppen die Freiheit 
des Systems (8.9) folgt. Vgl. [15, § 5].

Für den in dem Normalteiler F von T durch die Trans
formation mit t induzierten Automorphismus I erhält man 
die Darstellung:
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In ist wieder der innere Automorphismus f —> ajif' 
von F.

Damit ist die gewünschte Normaldarstellung des zu der 
Abbildung t von y gehörigen Automorphismus von F für 
<7 = 0 gefunden.

Stellt man T dadurch dar, dass man zu den Erzeu
genden (8.9) noch t hinzunimmt, so bilden (8.7) und (8.10) 
ein vollständiges System definierender Relationen.

Wie in (7.21) sollen nun noch die Elemente

(8.11) gt,4 = tlg^t 1 = tlr^t 1 1=0, 1, 2, ..., mr — 1
v = 1, 2, ..., s 

aufgestellt werden. Die Elemente sind eindeutig bestimmte 
Ausdrücke in den Erzeugenden (8.5) von T:

(812) r, = fi<0).

Durch Einführung der Elemente (8.6) ergeben sich aus
(8.12) eindeutige Darstellungen

(8.13) = cr(/fi/.)^^.

Diese Gleichung entspricht (7.4). Hier bilden jedoch die 
Elemente von F nicht einen Teil der Erzeugenden von F 
wie in 7, sondern werden nur als Abkürzung für gewisse 
Potenzprodukte der Erzeugenden (8.9) von F benutzt; 
man bedenke dabei, dass der Index / in (8.13) nicht be
schränkt ist, dass man aber jederzeit mittels (8.8) auf das 
Erzeugendensystem (8.9) von F zurückgehen kann. Ferner 
beachte man, dass der Exponent von t in (8.13) hier 
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eine bestimmte Zahl ist und nicht wie in 7 in einer be
stimmten Restklasse mod n beliebig wählbar ist.

Nun ist nach (8.13) für beliebiges o

<8.14) fZrn = cr(/;-,Me)

Um volle Übereinstimmung mit der Schreibweise von 7 zu 
erzielen, setzen wir

<8-15) = cr(fiti+Q) (cF>0 = c„).

Dann genügen die cy der Gleichung (7.18). Nun werden 
die durch (8.11) definierten Elemente von F durch
(7.22) angegeben, indem sich an den Formeln (7.20—25) 
nichts ändert und auch die am Schluss von 7 beschriebene 
Beziehung zur Flächenabbildung z in Kraft bleibt.

Die Relation (8.2), die ja die einzige Relation zwischen 
den darstellt, hat Beziehungen einerseits zwischen den 
Zahlen andererseits zwischen den Elementen cr>(,
zur Folge. Nach (8.2) und (8.13) ist

1 = /1/2 • • •

= e r e <■ + - • -+<Tsm
cl,0c2, (T1m1 + o,2m2 • • ■ cs,<r1ni1-f- • • • + 4

Diese Relation wird eine Identität, wenn man mittels 
(8.15) und (8.8) auf die freien Erzeugenden (8.9) von F 
zurückgeht, und da a dabei mit der Exponentensumme 0 
auftreten muss, sieht man erstens, dass die Zahlen 
die sich, wie oben bemerkt, zwangsläufig ergeben haben, 
auch hier der Relation (7.2) genügen, und zweitens, dass 
sich zwischen den Relationen ergeben, die mit (7.15) 
übereinstimmen, wenn man dort alle b1;/- und alle Ä:i>7 
durch 1 ersetzt:
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.....................Cs’~ffsms 1

(8.16) C 1, i t‘2, ml + 1 .......................s, — ffsms+^

G,n—1 ^2, ffj/Hj + n—1 • • • ^s,—+ n — 1

Eine weitere Beziehung zwischen den cr ? erhält man 
daraus, dass das Element t von T sich durch die Elemente 
(8.3) ausdrücken lässt, so wie es am Anfang dieses Para
graphen durch fortgesetzten Erzeugendenwechsel geschah. 
Es sei

(817) (=Z7(Zl,n...........

also

(8.18) . . ., = 1.

Bei Übergang zu den Erzeugenden (8.5) sieht man, dass t 
in (8.18) die Exponentensumme 0 haben muss. Also kann
(8.18) in der Form eines Produktes d) der cr,0

(8.19) ®(c,.€)=l

geschrieben werden. Man erhält die n Relationen

(«■20) 0) (cr>p + x) =1 0 < z < 77 -1.

Hierin kommt der Wert s für o nicht vor. Weitere Werte 
von x ergeben nichts neues, wenn man den zweiten Index 
der c durch (7.18) reduziert.

Die 2 n Relationen (8.16) und (8.20) zwischen den 
oder zwischen a und den cr(?, wenn man deren zweiten 
Index durch (7.18) reduziert, werden natürlich zu Identi
täten, wenn man auf die Erzeugenden (8.9) von F zurück
geht. Sie stellen ein vollständiges System von Relationen 
zwischen den durch die Gleichungen (8.13) definierten Eie- 
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menten cr von F und ihren Transformierten durch die 
Potenzen von t dar.

Daraus lässt sich eine neue Normalform des Automor
phismus von F für g = 0 gewinnen. Denn wegen (8.13) 
und (8.1) kann man T durch die Elemente

(8.21) t, c1# c2, .... c.,, 

also F durch die Elemente

(8.22) a, c p = 1, 2, ..., s g = 0, l,...,n — 1 

darstellen. Dann bilden (8.16) und (8.20) ein vollständiges 
Relationssystem für die Erzeugenden (8.22), wobei man 
den zweiten Index der c zu reduzieren hat, und der Auto
morphismus von F ist durch

fat~l — a

(8.23) tc r'=c 0<P<n-2]
>-=1,2.........s

= acr,oa I

gegeben. Dabei kann man, wenn man will, durch (8.16) 
z. B. die n Erzeugenden cS((?, 0<?< n — 1, eliminieren.

Die Normalform (8.9-—10) ist insofern einfacher, als 
sie auf einer relationsfreien Darstellung von F fusst. Bei 
(8.22—23) benutzt man als Erzeugende diejenigen Elemente 
cx>{?, die man in (7.22) zur Darstellung der benötigt. 
Dabei tritt in den Relationen (8.20) ein Potenzprodukt <Z> 
auf, dessen Form nicht allgemein angebbar ist, da sie von 
den Valenzen der s Randkurven abhängt. Sie kann natür
lich in besonderen Fällen sehr einfach werden. Ist z. B. 
f(/i) = 1 modn, so kann man £ — setzen, und die 
Relationen (8.20) lauten dann einfach = 1, 0S(?<n-l. 
Man kommt dann sofort auf eine Darstellung von F mittels 
der freien Erzeugenden a und für v — 2, ..., s-—1.
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Zum näheren Vergleich der in 7 bezw. 8 behandelten 
Fälle q > 0 bezw. q = 0 sei noch folgende Bemerkung hin
zugefügt: Wenn man für q> 0 nicht von dem Ergebnis 
von 5 Gebrauch macht, sondern bei einem beliebigen Er
zeugendensystem (4.1) von T mit der Relation (4.2) stehen 
bleibt, hat man eine (8.17) entsprechende Gleichung

t = //(cq, . . ., Zs)

anzusetzen, und bekommt entsprechend (8.20) ein System 
von n Relationen

®(«i,f+z> + cr,7 + z) = 1 0 < x< n — 1,

und entsprechend (8.16) ein System von n Relationen, das 
eine Verallgemeinerung von (7.15) darstellt. Dann liesse 
sich eine für q > 0 und q — 0 gemeinsam gültige Normal
form des Automorphismus von F angeben, sodass man 
nicht zwischen diesen beiden Fällen zu unterscheiden 
brauchte. Die Unterscheidung wird also dadurch nötig, 
dass wir die Normalformen so weit vereinfachen, dass sie 
keine nicht allgemein näher angebbaren Potenzprodukte <Z> 
enthalten.

9. Zusätzliche Relationen bei Verzweigtheit. In 3 
wurde der Fall, dass Fixpunkte bei der Flächenabbildung 
r oder solchen Potenzen von ?, deren Exponenten echte 
Teiler von n sind, auftreten, also dass </> über 3/ verzweigt 
ist, dadurch auf den Fall der Unverzweigtheit zurückgeführt, 
dass Elementarflächenstücke um die Verzweigungspunkte 
aus M ausgeschnitten wurden, wodurch multiple Ränder 
statt der Verzweigungspunkte entstanden. Wir haben zu 
untersuchen, was es für die Fundamentalgruppe F und 
ihren in 7 und 8 dargestellten Automorphismus I bedeutet, 
wenn wir diesen Prozess wieder rückgängig machen.
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Es sei etwa die r-te Randkurve von M durch Aus- 
schneidung eines ursprünglichen Verzweigungspunktes von 
M entstanden. Sie ist daher multipel, also n > > 1 ,
1 < < 77. Die Schliessung dieser Randkurve von M durch
ein Elementarflächenstück erfordert die Schliessung der 
sie überlagernden Randkurven von y durch Ele
mentarflächenstücke. Das bedeutet die Ersetzung der diesen 
777r Randkurven von y entsprechenden Elementklassen von 
F durch die Identität. Diese Elementklassen werden nun, 
wie am Schluss von 7 hervorgehoben, gerade durch die 
7/jr Elemente (7.22) für den betreffenden Wert v repräsen
tiert. Die Wiedereinführung dieser Verzweigungsstelle von 
y über M hat also für F nur die Wirkung, dass man unter 
Beibehaltung des benutzten Erzeugendensystems (7.16) bezw. 
(8.9) (für q > 0 bezw. q — 0) die Relationen

rtj/   -J 
...................................... C//,Ür—H'Tj.m,, ' a 1

(9.1)
* Gy ___ -«

cr,mr—1 cr, + mz,—1 • • • A

hinzuzufügen hat. Man hat dabei zu bedenken, dass die c 
im Falle </ = 0 zur Abkürzung für gewisse Ausdrücke in 
den Erzeugenden (8.9) stehen, während sie im Falle q>0 
selbst zu den benutzten Erzeugenden gehören (oder Erzeu
gende transformiert mit Potenzen von a sind).

Stellt man in dieser Weise mehrere Verzweigungsstellen 
wieder her, so hat man Relalionssysteme (9.1) für mehrere 
Werte von v hinzuzufügen. Ist y geschlossen, so bestehen 
die Relationen (9.1) für alle Werte von v.

An der Darstellung des Automorphismus I von F durch
(7.19) bezw. (8.10) ist dabei nichts zu ändern. Daher sind
(7.19) bezw. (8.10) auch Normaldarstellungen des Automor- 
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phismus von F für den Fall, dass bei der periodischen Ab
bildung T der geschlossenen oder berandeten Fläche g>, oder 
bei den Potenzen von t, Fixpunkte auftreten.

Man sieht, dass die benutzte Darstellung von F durch 
Erzeugende und definierende Relationen der betreffenden 
periodischen Abbildung t so angepasst ist, dass sie die 
Fixpunkte in Evidenz setzt: Ein Fixpunkt bei z selbst hat 
eine Einzelrelation (9.1) zur Folge (also = 1, = n);
deren linke Seite geht bei dein Automorphismus I von F 
in eine Transformierte ihrer selbst über und lässt dabei 

die zu dem Fixpunkt bei r gehörige Drehzahl erkennen; 

siehe (7.24) für ;nr = 1, 7^—n. Ein Fixpunkt, der erst
malig bei t"‘, wo in ein Teiler von n und l<m<n ist, 
auftritt, gehört einem System von m Punkten von y an, 
die sich bei t, z2, . . ., r"' 1 vertauschen und alle gleich
zeitig bei t"' Fixpunkte werden; sie haben in Relationen von 

F zur Folge, die ein System (9.1) bilden

Deren linke Seiten vertauschen sich bei I so, wie durch 
(7.25) angegeben. Bei geht jede in eine Transformierte 
von sich über und lässt dabei die zu den m Fixpunkten 

gehörige gemeinsame Drehzahl . erkennen. Insbesondere 

sieht man:
In der Normaldarstellung entspricht jedem multiplen Punkt 

von y genau eine Relation von F. Für g = 0 gibt es keine 
weiteren Relationen als diese, für q > 0 noch genau eine, 
nämlich (7.17j.

Der durch (7.19) bezw. (8.10) gegebene Automorphismus 
I von F hat in allen Fällen zugleich die Form eines Auto
morphismus der durch die betreffenden Erzeugenden her- 
vorgebracliten freien Gruppe. Sein Charakter als Auto
morphismus der mit Relationen behafteten Gruppe F tritt 
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unmittelbar dadurch zu Tage, dass er offensichtlich das 
Relationssystem in ein äquivalentes überführt.

Wie in 7 und 8 hervorgehoben, ergibt sich aus der
Darstellung von F und dem Automorphismus I auch eine 
Darstellung von T, indem man einerseits eine weitere Er
zeugende, nämlich t, zu den Erzeugenden von F hinzu
nimmt, andererseits die Relation tn = a und die Relationen
(7.19) bezw. (8.10) zu den für F bestehenden Relationen 
hinzufügt. Deshalb bedeutet die Hinzunahme eines Rela-
lionssystems (9.1) nicht nur für F sondern auch für T den
Übergang zu einer Faktorgruppe. Bezeichnen wir diese
Faktorgruppen für den Augenblick mit F' und T', so ist 
t" . T
- die zyklische Gruppe n-ter Ordnung, ebenso wie —.

Nun zeigen (7.21) und (7.22), dass die Hinzufügung
der Relationen (9.1) für T dasselbe bedeutet, wie die 
Hinzufügung der einen Relation

(9.2) 

also mit Benutzung der in der Normaldarstellung verwen
deten Erzeugenden (siehe (7.4) und (8.13))

(9.3) = 1.

Dies bedeutet das Auftreten von Elementen endlicher Ord
nung in T', während es in T keine gab.

T' ist nicht etwa die Fundamentalgruppe der Modul
fläche nach Schliessung der r-ten Randkurve; denn diese 
würde durch Hinzufügung der Relation = 1 zu T ent
stehen. Statt dessen wird ja nur (9.2) gefordert, und es 
ist > 1. Man kann T' so erklären: Wie T die Deck
transformationsgruppe der universellen Überlagerungsfläche 
<D von M über M ist, so ist T' die Decktransformations- 
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gruppe einer schwächeren Überlagerungsfläche (J)' von M, 
bei der jede Deckkurve der r-ten Randkurve von M sich 
nach Umläufen schliesst. M. a. W. tf)' entsteht aus (I) 
durch Reduktion modulo derjenigen Untergruppe von T, 
die von allen Transformierten des Elements erzeugt 
wird. Dann gilt analog mit (6.1) und (6.2)

(9.4) M = (I)' mod T'

(9.5) tp — O' mod F',
T'

und , entspricht wieder der Decktransformationsgruppe von 

(f> über M, d. h. der periodischen Abbildung r. Das bleibt 
richtig, wenn man nun das r-te Loch schliesst, und d)' 
kann dann wieder durch einen Bereich der hyperbolischen 
Ebene dargestellt werden, wie in 6. Dabei wird dann 

in T' eine elliptische Substitution der Ordnung 

und mit der Drehzahl „ , während es in T nur hyper- 

bolische Substitutionen gab.
Diese Betrachtungen wiederholen sich bei Schliessung 

weiterer Randkurven, indem man dadurch wieder zu Faktor
gruppen F" und T" von F' und T' übergeht. Um der ein
fachen Ausdrucksweise willen behalten wir die Bezeichnung
F und T für diese Gruppen ebenso wie <D, y und M für 
die Flächen auch nach Schliessung von Rändern bei. Dann
ist

die
immer F die Fundamentalgruppe von y, und das ist 

TDecktransformationsgruppe von </> über y, und stellt 
r

die Decktransformationsgruppe von y über M, also die
periodische Abbildung t, dar. Aber T ist nur dann die
Fundamentalgruppe von M und (P nur dann die univer
selle Überlagerungsfläche von M, wenn keine Schliessung 
multipler Randkurven stattgelünden hat, m. a. W., wenn 
es keine multiplen Punkte, also keine Relationen (9.1) gibt.
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Eine besondere Erwähnung verdient der Fall, dass es 
Punkte der Multiplizität n gibt. Es entspreche z. B. dem 
Werte v = 1 ein solcher, also = 1, Zr = Z7. Die Rela
tion (9.1) lautet dann

Ci.oCi,^ • • • • «ffl = 1

oder in der Form (9.3)

(q/^r = 1.

Es gibt also Elemente /t-ter Ordnung in T und daher auch 
in der Restklasse Ft der Zerlegung (6.3). Es gibt demnach, 
ein f in F so, dass

(9.6) (/if)" = 1

ist. Erstattet man t durch ft, so bedeutet das den Über
gang von I zu einem damit verwandten Ilt nämlich die 
Hinzufügung des zu f gehörigen inneren Automorphismus 
von F. Und nun ist der identische Automorphismus, 
da (9.6) an die Stelle von (6.5) tritt. Man sieht also:

Dann und mir dann, wenn rcp Fixpunkte hat, gibt es in 
der zu r gehörigen Automorphismen familie Automorphismen 
endlicher Ordnung.

Notwendige und hinreichende Bedingung dafür ist 
m. a. W., dass T Elemente n-ter Ordnung enthält. Da 
aus unserer Normaldarstellung zugleich eine Darstellung 
der ganzen Familie von I folgt, wird daher speziell eine 
Normaldarstellung aller Automorphismen endlicher Ord
nung der Fundamentalgruppen geschlossener oder beran- 
deter Flächen, soweit sie durch periodische Abbildungen 
induziert werden können, umfasst. Ob zu allen Auto
morphismen endlicher Ordnung von F periodische Abbil
dungen t von y gehören, wird dadurch nicht entschieden.
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10. Strukturbeschreibung auf Grund der Normaldar
stellung. Man übersieht die Struktur einer n-periodischen 
Abbildung t von y, wenn inan cp in n Bereiche einteilen 
und die zyklische Vertauschung dieser Bereiche bei r in 
einfacher Weise beschreiben kann. Jeder der n Bereiche 
stellt dabei eine genau einmalige Überdeckung der Modul
fläche M dar. Dabei genügt es, wie schon in 3 erwähnt, 
diese Strukturbeschreibung für den Fall der Unverzweigtheit, 
also bei Abwesenheit von multiplen Punkten, durchzuführen, 
da die Erweiterung der Abbildung auf die Elementarflächen
slücke, durch die man eventuell multiple Randkurven zu 
schliessen hat, eine wohlbekannte einfache Struktur hat 
(Rotationssatz von B. v. Kerékjàrto [5, 6]). Man benutzt 
nun am einfachsten die Überlagerungsfläche (D von ep und M, 
in der diese Bereiche kongruente Fundamentalbereiche für 
die Gruppe T von hyperbolischen Bewegungen sind. Diese 
Bereiche sind in (D in unendlicher Zahl vorhanden, aber 
wenn man unter ihnen n auswählt, die mod F verschieden 
sind und einen (nicht notwendig zusammenhängenden) Teil
bereich cp von (D ausmachen, so stellen sie cp genau einmal 
dar, indem diejenigen Seiten dieses Teilbereichs y, die dem 
Inneren von angehören, paarweise bei F äquivalent sind.

Den zu benutzenden Fundamentalbereich von T stellt 
man dadurch her, dass man die Modulfläche M der Fig. 1 
teils längs der 2 q kanonischen Rückkehrschnitte alt ßx, 
. . ., aQ, ß , teils längs s Querschnitten, die von 0 aus nach 
den s Randkurven von M geführt werden, aufschneidet. Die 
Rückkehrschnitte gibt es nur für q>0, die Querschnitte 
nur für s>0. Die aufgeschnittene Fläche entspricht in d) 
einem (4 q + 3s)-Eck M, von dessen Seiten s auf Randseiten 
von d> liegen, während die übrigen 4q + 2s Seiten von M 
dem Inneren von <Z> angehören und einander paarweise 
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bei den 2 qs erzeugenden Operationen (4.1) von T ent
sprechen.

Nun sei zunächst q>Q. Dann sei das Rückkehrschnitt
system nach 5 und die Bezeichnung wie in 7 gewählt, 
also t statt «t und b{, a2, . . ., bq statt a2, . . ., /i(/. 
Die n Bereiche

(10.1) M, tM, t2M, . . tn~lM

bilden einen zusammenhängenden Teilbereich ÿ von (D, 
indem jeder der ersten n — 1 Bereiche der Reihe (10.1) 
längs einer dem Schnitt bx entsprechenden Seite mit 
dem nächstfolgenden zusammenhängt, y hat also noch 
n (4 q + 2 s) — 2 (n — 1 ) = 2 I n (2 g + s — 1) + 1 ] freie Seiten 
im Inneren von (D, und diese müssen einander paarweise 
bei n(2q-\-s — 1)+1 Elementen von F entsprechen. Diese 
Zahl ist 2p + r+n—1, während wir in (7.16) nur 2p + r 
Erzeugende von F benutzen. Wir betrachten die Herstellung 
von tp aus y> durch paarweise Korrespondenz der inneren 
Seiten in folgender Reihenfolge, wobei die Normalform
(7.19) des Automorphismus I als leitendes Prinzip dient:

Die beiden dem Schnitt b2 entsprechenden Seiten von 
M korrespondieren bei a2 = «2,0» welches ja ein Element 
von F ist. Dann korrespondieren die beiden aus ihnen 
durch t hervorgehenden Seiten von tM bei ta2t \ und das 

ist nach (7.19) das Element a2,i von F So setzt man durch 
die ganze Reihe (10.1) fort und wiederholt das Verfahren 
mit den Elementen b2j, . . ., bqj, 0^.j<n— 1.

Bei der Operation von T korrespondieren die beiden 
dem r-ten Querschnitt entsprechenden Seiten Sv und y„Sv 
von M. Aber gehört im Allgemeinen nicht zu F, und 
dann sind diese beiden Seiten nicht bei der Herstellung von 

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XV, 1.
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(f> zu vereinigen. In jedem Fall kann man die Gleichung 
(7.3) in der Form

(10.2) cyax = rytnx-ff^

schreiben und dabei x so bestimmen, dass

(10.3) 0<trymy— xn<n—l

ist. Dann ist f1'"'1' xnSy eine Seite von y, die dem Bereich 
angehört, und diese Seite wird durch das zu F 

gehörige Element (10.2) auf die Seite rySy von M abgebildet. 
Durch Transformation mit den ersten n — 1 Potenzen von t 
unter Beachtung von (7.18) und (7.19) erhält man die 
Korrespondenz der damit nach T äquivalenten Seiten in 
den übrigen Bereichen (10.1). Dies ist für alle Werte von 
v durchzuführen.

Nun ist die Korrespondenz nach F für n;2(g—l) + s j 
Seitenpaare von y hergestellt, und dabei sind die 
n [2(ç—l) + s] Erzeugenden j, bitj, cyj von F verwendet 
worden. Es bleibt noch die Korrespondenz für die rest
lichen n + 1 Seitenpaare von y herzustellen, y besitzt noch 
genau 2 dem Schnitt b{ entsprechende Seiten, die eine in 
M, die zweite in die erste wird in die zweite
durch tH — a übergeführt. Es bleiben noch die n Seiten
paare, die dem Schnitt /(= at) entsprechen. Die beiden zu 
M gehörigen korrespondieren bei b = b^Q, das ja zu F 
gehört. Die beiden zu tM gehörigen korrespondieren daher 
bei tbt^, und die zweite Gleichung von (7.19) zeigt, dass 

dies Element von F durch die Erzeugenden (7.16) aus
gedrückt werden kann. Das gleiche gilt daher auch für 
die Elemente t2bt~2, . . ., tn~~X bt~ in~i), die die noch feh

lenden Korrespondenzen in den übrigen Bereichen der Reihe



Die Struktur periodischer Transformationen von Flächen. 51

(10.1) herstellen. Man verwendet also hier die (n—1) ersten 
der Reihe der Elemente (7.15), die wir ursprünglich bei 
der Erzeugung von F mit verwendeten, aber nachträglich 
wieder eliminieren konnten.

Damit ist im Falle g>0 die Einteilung der Fläche <p 
in n Bereiche, ihr gegenseitiges Aneinandergrenzen auf <p 
und ihre zyklische Vertauschung bei t aufgezeigt. Ist dabei 
.s‘>0, so gehören ns Seiten von y zu Randseiten von (D. 
Die n Seiten von <p, die aus dem r-ten Rand von M ent
standen sind, bilden bei dem Zusammenschluss von y zu y 
zu je einen Rand von y, und von solchen entstehen 
dabei mp. Im ganzen entstehen dabei also r Ränder von y, 
wobei r durch (3.1) ausgedrückt ist. Wie man einen Teil 
von diesen, oder alle, durch Elementarflächenstücke mit 
einem multiplen Punkt schliessen kann, ist schon erwähnt 
worden.

Kommen keine multiplen Ränder vor, so sind alle — 
falls überhaupt s > 0, also Ränder vorkommen — Elemente 
von F, und die Seiten und von M korrespondieren 
daher bei einem Element von F. Durch die Vereinigung 
bei F korrespondierender Seiten von M entsteht daher eine 
Fläche vom Geschlecht q—1 mits + 2 Randkurven, indem 
nämlich 2 Rand kurven von den beiden dem Schnitt Z?1 
entsprechenden Seiten stammen. Dasselbe wiederholt sich 
für die übrigen Bereiche der Reihe (10.1). Diese n Flächen 
ordnen sich durch zyklische Vereinigung der dem Schnitt 
bx entsprechenden Randkurven zu einer ringartigen Fläche 
y zusammen. Man kann die Fläche y metrisch regulär so 
einrichten, dass sie eine Rotationsgruppe der Ordnung n 

gestattet. Dann ist z die Drehung von y in sich. Dabei 

ist p — n (q — 1) + 1, wie in (3.3) ausgedrückt ist. — Dieser

4:
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Fall liegt insbesondere stets lur s = 0, also für periodische 
Transformationen geschlossener Flächen ohne multiple 
Punkte, vor.

Für q = 0 ist das Verfahren analog wie für q>0. 
Für 7 = 0 ist M ein 3 s-Eck, von dessen Seiten s auf 
Randseiten von </> liegen, während die übrigen 2 s dem 
Inneren von (D angehören. Man bildet wieder mittels des 
in 8 hergestellten Elements t von T die Reihe der Bereiche
(10.1) , die zusammen y ausmachen. Hierbei ist nicht 
notwendig zusammenhängend, aber die 2 ns Seiten von <y>, 
die nicht auf Randseiten von (/> liegen, korrespondieren 
wieder paarweise bei Elementen aus F. Sind wieder St, und

ein Seitenpaar von M, so verschafft man sich durch
(10.2) und (10.3) diejenige (eindeutig bestimmte) Seite 

xnS„ von cp, die durch das zu F gehörige Element

(10.2) auf abgebildet wird. Dann hat man wieder mit 
den Potenzen von t zu transformieren und dabei auf (7.18) 
und (8.23) zu achten. Führt man dies für alle Werte von 
v durch, so erhält man vollen Aufschluss über die Lagerung 
der n Bereiche auf ÿ und ihre zyklische Vertauschung bei r.

Der Aufbau von y ist im Falle q = 0 besonders an
schaulich, wenn Randkurven von der Multiplizität n vor
kommen. Nehmen wir speziell an, es sei fi (/t) == 1 modn. 
Dann kann man als das t von 8 und (10.1) nehmen. 
In diesem Fall wird y zusammenhängend, indem die n 
Bereiche (10.1) längs der entsprechenden Randkurve 
von tp (wegen m1 — 1 gibt es nur die eine entsprechende) 
zyklisch angeordnet sind. Man stellt dann leicht die Kor
respondenz der übrigen nicht auf Randseiten von 
liegenden Seiten von y her. — Ist der erste Rand aus 
einem multiplen Punkt entstanden, so hat man nach 
Schliessung das bekannte Bild eines Sternes von n Bereichen 
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um den Drehpunkt einer elliptischen Substitution n-ter 
Ordnung.

11. Der Äquivalenzsatz: Wenn zwei homöomorphe, 
orientierbare Flächen g und y periodischen, die Orientierung 
erhaltenden Transformationen t bezw. i' in sich von gleicher 
Ordnung unterworfen sind, so sind t und t dann und nur 
dann topologisch äquivalent, wenn man — nötigenfalls nach 
Wechsel der Orientierung auf der einen Fläche — die Rand
kurven und die bei t multiplen Punkte von tp den Randkurven 
bezw. den bei t multiplen Punkten von g so zuordnen kann, 
dass zugeordnete Randkurven und zugeordnete multiple Punkte 
die gleiche Valenz haben.

Dass die Bedingung notwendig ist, geht aus der am 
Schluss von 2 hervorgehobenen Invarianz der Valenz bei 
topologischer Abbildung hervor.

Den Beweis dafür, dass die Bedingung hinreichend ist, 
kann man zunächst dadurch erleichtern, dass man even
tuell vorhandene multiple Punkte auf g und y' nach dem 
Verfahren von 3 austrennt. Zwei einander zugeordnete 
multiple Punkte von y und y' ergeben dabei zwei mul
tiple Ränder von y und y', die wiederum gleiche Valenz 
haben, also einander zugeordnet werden können. Es ist 
wohl klar, wie man aus einer gegebenen Äquivalenz von 
t und t' vor der Austrennung eine ebensolche nach der 
Austrennung, und umgekehrt, herleiten kann. Wir können 
also annehmen, dass bei t und F keine multiplen Punkte 
vorkommen.

Nun seien p und r Geschlecht und Ränderzahl von y 
und damit auch von der mit y homöomorphen Fläche y', 
und n die gemeinsame Ordnung von t und t. Sei R eine 
Randkurve von y und R' die ihr zugeordnete von y', beide
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mit der Valenz [m, Z, o']. Dann gehört R zu einem System 
von m Rändern R, tR, . . t'" 'r von y, die die gleiche

Randkurve auf der Modulfläche M Z-fach überdecken, 
ebenso R' zu einem System von m Rändern R', r’R', 
t'"' 1 R' von y, die die gleiche Randkurve auf der Modul- 

lläche M' Z-fach überdecken. Man kann die gegebene Zuord
nung von Rändern gleicher Valenz nötigenfalls so abändern, 
dass sie jene m Kurven von y diesen m Kurven von y 
zuordnet, und in der gleichen Weise fortfahren. Man hat 
daher auf beiden Flächen die gleiche Zusammensetzung 
der Zahl r nach (3.1), also die gleiche Ränderzahl s der 
Modulflächen M und M'. Nach (3.2) haben M und M' dann 
auch das gleiche Geschlecht q.

Nun bringe man, falls q > 0 ist, auf M und M' ein 
Rückkehrschnittsystem at, . . ., bezw. «j, . . ., wie 
in Fig. 1 so an, dass und den /z-Wert 1 und alle 
übrigen Rückkehrschnitte den //-Wert 0 haben, ordne, falls 
s>0 ist, die s Randkurven von M und M' so, dass die 
Valenzen von Rändern mit der gleichen Nummer v über
einstimmen, und ziehe wie in 10 die Querschnitte von 0 
bezw. ()’ nach den Rändern von M bezw. M'. Dann sei 
eine topologische Abbildung von M auf M', die das Schnitt
system von M auf das gleichbezeichnete von M' abbildet.

ist zugleich eine topologische Abbildung des Fundamen
talbereichs ;W von T in <Z> (siehe 10) auf einen Funda
mentalbereich M' von T in d)'. Zwei Randpunkte von M, 
die sich bei einem Element z aus der Erzeugendenreihe (4.1) 
von T entsprechen, werden durch & in zwei Randpunkte 
von M' abgebildet, die sich bei dem entsprechenden Ele
ment x aus der Erzeugendenreihe

(11.1)
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von T' entsprechen, d. h. für einen solchen Randpunkt x 
von M gilt die Beziehung

(11.2) &zx = x'&x.

Dann wird aber & durch die Forderung der unbeschränkten 
Gültigkeit der Funktionalgleichung (11.2) für alle Erzeu
genden z, und damit für alle Elemente von T überhaupt, 
zu einer topologischen Abbildung von ganz </> auf ganz 0)'.

Nun haben wir die Fundamentalgruppen F und F' von y 
bezw. (f>' herzustellen. Dabei war im Falle q>0 in 7 ein 
System von s Zahlen so auszuwählen, dass (7.2) galt. 
Da wir bei T' wegen der Gleichheit der Rändervalenz die 
Zahl in derselben Restklasse mod zu wählen haben, 
wie bei T, können wir bei T' dieselben Zahlen wählen, 
wie bei T. Im Falle q = 0 hatten wir in 8 in anderer 
Weise einen nicht ganz eindeutig festgelegten Prozess aus
zuführen, indem wir von dem System (8.3) von freien Er
zeugenden von T durch eine Reihe von Erzeugendenwechseln 
zu dem System (8.5) übergingen. Da nun zu den Erzeu
genden /2, . . ., von T' der Reihe nach dieselben 
Valenzen gehören, wie zu (8.3), können wir die Reihe der 
Erzeugendenwechsel für T' genau nach dem Schema der
jenigen für T verlaufen lassen, und gelangen dadurch zu 
einem neuen Erzeugendensystem

01.3) f, f’o.......... fs_2 0

für T', dessen Elemente dieselben Ausdrücke in /j, ..., t, —i 
sind, wie (8.5) in (8.3). Bei Innehaltung dieser beiden Vor
schriften geht dann alles zwangsläufig: Zwei gleichbezeich
nete Elemente von F und F' entsprechen sich bei dem 
Isomorphismus zwischen T und T', der durch die Zuord
nung der Erzeugendenreihe (11.1) von T' zu der Erzeu-
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gendenreihe (4.1) von T hergestellt wurde. Insbesondere 
gilt dann die Funktionalgleichung

&tx = t'iïx,

indem man in (11.2) t für z setzt, und wenn man diese 
auf y = (D mod F und cp' = <D' mod F' deutet,

&vP =

für jeden Punkt P von 5p. Also gilt (2.9), wobei & nun 
diejenige topologische Abbildung von y auf bedeutet,, 
die sich aus — (D' und der Gültigkeit von (11.2) für 
alle Elemente z von F ergibt.

Damit ist der Beweis für den Äquivalenzsatz erbracht. 
In [13] habe ich diesen Satz ohne Benutzung der Normal
darstellung durch direktes Operieren mit y als regulärer 
Überlagerungsfläche von M hergeleitet. Man erkennt, dass 
man durch Variieren des Zahlensystems

(11-4) n, q, s, mv, v = 1, 2, . . ., .$■„

das den topologischen Typus der Abbildung festlegt, unter 
Innehaltung der für diese Zahlen geltenden Relationen (1.3),. 
(2.4), (4.6) und für q = 0 (4.7) eine vollständige Auf
zählung aller topologischen Typen periodischer Transfor
mationen (mit Erhaltung der Orientierung) angeben kann. 
Vgl. hierzu die Ausführungen von W. Scherrer [9]. Die 
Zahlen r und p ergeben sich für jeden Typus (11.4) aus
(3.1) und (3.2). Bei der Typenaufzählung (11.4) ist nicht 
mit multiplen Punkten, sondern nur mit Randkurven ge
rechnet. Je nachdem, wie man unter den s Randkurven 
der Modulfläche eine ausgewählte Teilmenge von multiplen 
durch Elementarflächenstücke mit je einem multiplen Punkt 
schliesst, bekommt man für jeden Typus (11.4) eine Unter
teilung in endlich viele topologisch verschiedene Typen.
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Der zum Werte zi = 2 gehörige Spezialfall des Äqui
valenzsatzes ist von W. Scherrer in [8] und [10] auf
gestellt worden. Da man für multiple Ränder und Punkte 
im Falle n = 2 nur die eine Möglichkeit m = 1, Z = 2, 
o- = 1 mod 2 hat, kann man dem Äquivalenzsatz für n = 2 
folgende Form geben: Indikatrixerlialtende Transforma
tionen zweiter Ordnung homöomorpher Flächen sind dann 
und nur dann topologisch äquivalent, wenn sie in der 
Anzahl der Fixpunkte und in der Anzahl der invarianten 
Ränder übereinstimmen.

Hervorgehoben sei auch der folgende besonders einfache 
Spezialfall des Äquivalenzsatzes: Indikatrixerlialtende Trans
formationen n-ter Ordnung homöomorpher Flächen, bei 
denen vor der n-ten Potenz kein Fixpunkt und kein in
varianter Rand auftritt, sind immer äquivalent.

12. Automorphismus der Homologiegruppe für q >0. 
Die Homologiegruppe H von y ist die Faktorgruppe der 
Kommutatorgruppe von F. Der durch die Transformation 
mit t in F induzierte Automorphismus I hat dabei einen 
Automorphismus J von H zur Folge. Da ein innerer 
Automorphismus von F ist, also jedes Element von F in 
seiner Elementklasse lässt und daher jedes Element von H 
in sich überführt, ist Jn der identische Automorphismus 
von H. Jedes Element von F bestimmt eindeutig ein Ele
ment von H, und dieses geben wir durch dasselbe Zeichen 
wieder. Der Übergang von F zu H kommt dann einfach 
dadurch zum Ausdruck, dass man die Erzeugenden von F 
»vertauschbar macht«. Insbesondere wird ein Element von 
F in H identisch mit den Elementen, die aus ihm durch 
Transformation mit Elementen von F hervorgehen. Wegen 
des abelschen Charakters von H ist es bequem, H additiv
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zu schreiben, sodass jedes Element von H durch eine 
lineare Verbindung der benutzten Erzeugenden dargestellt 
wird. Dann wird der Automorphismus J durch eine lineare 
Transformation des Erzeugendensystems, also durch eine 
quadratische Matrix, ausgedrückt, und weil die Identität 
ist, kann man diese zu einer Diagonalmatrix umgestalten, 
indem man für die Linearverbindungen Koeffizienten aus 
dem mit der Zahl

(12.1) 

gebildeten Zahlkörper nimmt. Dabei ist e Wurzel der 
Gleichung

x" — 1 = 0(12.2) 

und für jede Faktorzerlegung n = rn). mit m> 1 und jedes 
l, 0 <1 < m, gilt

(12.3)

Der Automorphismus J von H wird dann vollständig 
bestimmt durch das System der Eigenwerte, die in der 
Hauptdiagonale der Diagonalmatrix auftreten und mit denen 
sich die Elemente der speziell ausgewählten Homologie
basis der Reihe nach multiplizieren. Das System dieser 
Eigenwerte geben wir am einfachsten an durch das charak
teristische Polynom, das genau diese Eigenwerte zu Wurzeln 
hat; dieses Polynom ist ja die einzige Invariante von J 
gegenüber beliebigem Wechsel der Homologiebasis, die man 
zur Erzeugung von H verwendet.

Den hiermit vorgezeichneten Weg zur Aufstellung von 
J führen wir nun zunächst für den Fall der Unverzweigt
heit durch, und da wir dabei die in 7 und 8 gegebene 
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Normaldarstellung von F und I zu benutzen haben, be
handeln wir die Fälle q> 0 und q = 0 getrennt. Für beide 
Fälle kann man die allgemeine Regel aufstellen, dass bei 
Verwendung von Symbolen a, b, c oder f mit doppelten 
Indizes der zweite Index nur nach seinem Restcharakter 
mod n in Betracht kommt, wenn das betreffende Symbol 
ein Element von H bezeichnet; siehe z. B. (7.18).

Im Falle q>0 verwenden wir (7.16) als Erzeugenden
system für F und haben dabei die definierende Relation
(7.17).  Wir können daher zunächst H durch dieselben 
Symbole (7.16) erzeugen, d. h. die Elemente von FI als 
Linearverbindungen in diesen Symbolen schreiben, und 
bekommen dabei aus (7.17) die einzige Relation

r = 1 j = 0

s n — 1

Eliminiert man im Falle s > 0 mittels (12.4) eine der Er
zeugenden so bekommt man eine unabhängige Homo
logiebasis.

Nun gehen wir zu neuen Erzeugenden

(12.5) a, B, Aitj, Bitj, CvJ

mit gleichen Wertbereichen der Indizes wie in (7.16) über, 
indem wir von (7.16) nur a behalten und im übrigen fol
gendermassen substituieren:

A.o = ai,o + ai,i + «1,2+........................................................+ ai,n-l

^i,l = ait0 + £ öi,i + i ^1,24".................................. + * (n 1

(12.6) Äf>2 = ai,o+« ai,l + f 4(Ii,2+.....................“(n ai,n — 1

Af, n—-1
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und entsprechend

(12.7) Bl>; = + e~2lbl,2+ ■ • • + f“<'—’’'fij.n.j

(12.8) Cr>; = c,.,o + + <—2'c„.2+ + e_<n_,)/rr,n_i

und endlich

(12.9) B = nb — (n- 1) + c2tainii + • • • + c5>_

— (n —2) [ej,! 4-c2,ffinii + i + • • • + +

— 1 • [cl,n-2+c2,fflm1+n-2+ ‘ '+cS,-ffsms + n-2]

In der Tat ist (12.5) ein neues Erzeugendensystem 
für H. Denn die Determinante von (12.6) ist die Differente 
der Gleichung (12.2), also von Null verschieden. Man kann 
somit die aifj aus den ebenso die hi>7- aus den ßf 7 
und die cr>;- aus den Cirj ausdrücken und schliesslich b 
aus (12.9) herstellen. Dabei gilt für die neuen Erzeugenden 
statt (12.4) die einfachere Relation

s
(12.10) JS Cr>0 = C1>0+ C2,0+ • • • + Cs,o ~ 0.

r = 1

Ist s>0, so kann man mittels (12.10) z. B. Cs0 eli
minieren und die übrigen n 2 (q — 1) + $1 + 1 — 2p + r — 1 
Elemente (12.5) bilden eine unabhängige Homologiebasis. 
Ist s = 0, so fallen die Cr>7 fort, da die cy>;- fortfallen, und 
damit fällt auch die Relation (12.10) fort. In diesem Fall 
enthält (12.5) 2p Elemente, die eine unabhängige Homo
logiebasis bilden.

Bei Erzeugung von H durch (12.5) wird J in Diagonal
form dargestellt. Denn auf Grund von (7.19) ergeben sich 
für die Elemente (12.5) folgende Ersetzungen bei J:
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Denn B geht zunächst nach (7.19) über in

nb — n c1)0 +c2>(Timi4- • • • +

— (n —1) ------ j

— (n —2) [c1>2+ • • •]

— 1 ‘ [ Cl,n —i +•"•],

und addiert man hierzu alle cr>7- einmal, was nach (12.4) 
statthaft ist, so bekommt man wieder B.

Da die f7, 0</<n-l, sämtliche Wurzeln von (12.2) 
sind, sind die in (12.11) auftretenden Eigenwerte sämtliche 
Wurzeln des Polynoms (xn — l)27+s—2(x—l)2. Im Falle 
s > 0 hat man aber, um auf eine unabhängige Homologie
basis zu kommen, etwa Cs 0 fortzulassen, wodurch man 
einen Eigenwert 1 verliert. Also bekommt man für das zu 
J gehörige charakteristische Polynom Pn(x) im Falle q > 0:

(12.12) PH(x) = (x"-l)2<ï + s“2(x-l) für s>0

(12.13) PH(x) — (x" — O29“2(æ — l)2 für s = 0.

Nun soll noch diejenige Untergruppe R von H näher 
bestimmt werden, deren Elemente als Linearkombination 
der den Randkurven von y entsprechenden Elemente von 
H ausgedrückt werden können. R verschwindet nur im Falle 
s = 0. Denn ist s>0, so ist r>l; sonst müsste wegen

Ai,f~>' e'Al,i

Ht.i -> JHt.,

(12.11) C„;—

a -> 1 ■ a
B-^ \ ■ B.
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(3.1) s = 1, nit = 1 sein, multiple Ränder können aber 
wegen (4.6) nicht in der Einzahl auftreten. Nun werden 
die den Rändern von y entsprechenden Elementklassen 
von F nach 7 durch die Elemente (7.21) repräsentiert. Die 
gr i von (7.22) erzeugen also R. Statt ihrer führen wir das 
folgende linear transformierte System für v = 1, 2, ..s ein:

(12.14)

Nun zeigen (12.14), (7.22) und (12.8), dass dieses Er
zeugendensystem für die Untergruppe R von H sich in 
folgender Weise durch das Erzeugendensystem (12.5) für 
H ausdrückt:

(12.15) 

und, falls inr > 1 ist,

(12.16) Gy>1 = C,^ 1= 1, 2, ..., m„-l,

da a in (12.16) wegen der durch (12.3) ausgedrückten
Eigenschaft von f nicht auftritt. Dabei ist wegen (7.2),
(12.15) und (12.10)

s s —1

(12.17) Gr.„ = 5/' = °-

|/ = 1 ,, = 1 z = o

Diese Gleichung drückt einfach die Tatsache aus, dass die
Summe aller Randkurven von y homolog Null ist.



Die Struktur periodischer Transformationen von Flächen. 63

Ferner zeigen (7.25) und (12.14), dass man für die 
folgende Ersetzungen bei J erhält:

(12.18) Gr,|—Aß,,., (=0,1,2 m„-l.

Dies ergibt sich auch aus (12.15), (12.16) und (12.11). 
Berücksichtigt man noch, dass man, um eine unabhängige 
Basis für R zu erhalten, nach (12.17) etwa Gs>0 fortzulassen 
hat, und dass e*" der Gleichung x™" = 1 genügt, so findet 

man für s > 0 für R das charakteristische Polynom

(12.19) (s> 0).

13. Automorphismus der Homologiegruppe für q = 0. 
Im Falle q = 0 hat man die n (s — 2)+l=2p + r—1 
Symbole (8.9) als Erzeugende der Homologiegruppe 77, 
und diese bilden hier eine unabhängige Basis der abelschen 
Gruppe H. Ebenso wie in 12 gehen wir mit Benutzung 
von (12.1) zu einem neuen Erzeugendensystem

(13.1) a, Fu

mit gleichen Wertbereichen der Indizes wie in (8.9) über, 
indem wir substituieren

(13.2) F,_, = ri,o+*_7i,1 + *~27(.2+ • • • +f_<"“”71.„-i.

sodass (13.1) wieder eine unabhängige Basis wird. Nach 
(8.10) hat man dann für die Basis (13.1) bei dem Auto
morphismus .7 von H die Ersetzung

a-> 1 • a
(13.3)

Fifj z = 1, 2, ..., s — 2 ; j = 0, 1, ..., n — 1 
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Bei Benutzung der Basis (13.1) hat man also wieder die 
Transformationsmatrix in Diagonalform, und man erhält 
als charakteristisches Polynom

(13.4) PH(x) = (xn—l)s_2(æ—1).

Das ist der q = 0 entsprechende Spezialfall von (12.12).
Nun soll auch hier diejenige Untergruppe R von H 

aufgestellt werden, deren Elemente mit einer Linearkom
bination von Rändern homolog sind. Diese Ränder werden 
durch die Elementklassen der (siehe (8.11)) in F dar
gestellt, und für die gvj gelten die Gleichungen (7.22), 
wobei die cr = cr>0 durch (8.13) als gewisse Potenzprodukte 
in den eingeführt sind.

Setzt man beim Übergang zu H

■S —2 n — 1
(13.5) £„,0 = JN, «y/i./.

1 = 1 j= 0

so hat man nach (8.15)

s — 2 n —■ 1
(13-6) = jy fj.i + p’

1 = 1 .7=0

wobei Indizes der c und f, die an zweiter Stelle stehen, 
in H nur nach ihrem Restcharakter mod n in Betracht 
kommen.

Nun ist nach (7.22) und (13.6) für Zc — 0, 1, 2,

1 :

9r,k = cr,k d“ + d“ cr,k + 2al,m/, d~ " " ' d~ cr,k + (Ar-l)crrnir d“

O3-7) + + ------------ fi,j + k + (^-l)+ Oya
i.j

Indem man wieder durch die Transformation (12.14),
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deren Determinante nicht verschwindet, von den Elementen
g^i zu neuen Elementen übergeht, findet man für
Z = 0, 1, 2...................— 1 :

(13.8)
ni,/— 1

k =0

+ fi,i + k +

k

Hierin hat das letzte Glied den Wert für l = 0
und nach (12.3) den Wert 0 für 1 = 1, 2, . . ., znr—1. 
Die geschweifte Klammer im ersten Gliede wird, ausführlich 
geschrieben, indem k von 0 bis mr—1 läuft,

Dabei ist benutzt, dass man die Summanden umordnen 
und im zweiten Index ö^in^ durch mt, ersetzen kann, 
wenn = 1 mod ist.

Trägt man (13.9) in (13.8) ein und bezeichnet

(13.10)
j

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XV, 1. 5
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so kommt
s—2

(13.11) „ \ ' J,0
G,,0 = /,ßV pi,o+

i = 1

s—2
(13.12) Z= 1 , 2, ..., 1.

7 = i

Indem man die Relationen (8.16) in H additiv schreibt 
und addiert, erhält man aus (13.6), (13.2) und (13.10)

S n — 1
(13.13) 0=^^ Cr,e=^’<’'7i„ + (; =

V = 1 (7 = o i,j ,V,Ç>

i,q v,i i i',j

i i>

Denn da j und q unabhängig von einander von 0 bis n—1 
laufen, kann man im zweiten Index der f das ,/ fortlassen, 
da es nur auf den Restcharakter mod n ankommt. Nun 
sind die unabhängig, also erhält man

s n — 1 s
(13.14) y y a1;1 = ^’° = 0 z = 1, 2, ..., s —2,

r = 1 j = 0 r = 1

als Relationen zwischen den Koeffizienten in (13.5) und 
(13.10).

Aus (13.11), (7.2) und (13.13) folgt nun, dass die Glei
chung (12.17) auch im Falle q = 0 ihre Gültigkeit behält.

Das Ergebnis (13.11), (13.12) und (12.17) hätte man 
direkt erschliessen können, ohne die formale Rechnung 
durchzuführen. Denn wie in (12.18) nimmt bei dem 
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Automorphismus .7 den Faktor an. Also muss sich Gr>z 
linear durch diejenigen Basiselemente (13.3) ausdrücken 
lassen, die zu dem gleichen Eigenwert gehören, also Gr>0 
durch die Fi0 und a, und Gy>z für Z>0 durch die F^. 
In (13.11) und (13.12) werden überdies nur die Koeffizienten 
dieser Linearverbindungen auf die in (13.5) eingeführten 
Koeffizienten c?’? und die Zahlen zurückgeführt. — 
Die Gleichung (12.17) bringt zum Ausdruck, dass die r 
Bandkurven von zusammen homolog Null sind. Da r — 1 
von diesen Randkurven in der Homologiegruppe unab
hängig sind, besteht äusser (12.17) keine weitere Relation 
zwischen den oder den GrZ.

Man findet daher auch für q = 0 das charakteristische 
Polynom (12.19) für die Untergruppe R von II.

14. Charakteristisches Polynom und Spurformel. Man 
kann die für q > 0 bezw. q = 0 benutzte Homologiebasis
(12.5) bezw. (13.1), die zu einer Darstellung von .7 in Dia
gonalform führte, durch Benutzung der Gy>z als einen Teil 
der Basiselemente abändern, ohne dabei die Diagonalform 
zu verlassen wegen (12.18).

Für q > 0, s = 0 ist nichts zu ändern. Für q > 0, s > 0 
ersetzt man Cy>z^^ durch Gr>z für r = 1, 2, ..., s und 
l = 0, 1, 2, ..., znr—1. Für Z>0 ist das wegen (12.16) 
einfach eine Umbenennung. Für Z = 0 ist es wegen (12.15) 
für diejenigen Werte v, die zu multiplen Randkurven ge
hören, eine geringfügige Abänderung der Cja0. Entsprechend 
dem Umstande, dass man wegen (12.10) etwa CSj0 aus
(12.5) fortlässt, um eine unabhängige Basis zu haben, 
lässt man wegen (12.17) auch GSj0 fort.

Für 7 = 0 hat man .s>0 und folgenden Sachverhalt: 
5*
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Von den unabhängigen Basiseieinenten (13.1) erzeugen die 
s—1 Elemente

(14.1) a, F1>0, ^2,o> •••> ^s—2,o

die zum Eigenwert 1 gehörige Untergruppe Ut von H. 
Dieselbe Gruppe wird nach (13.11) von den s—1 Elementen

(14.2) ^1,0» 1*2,o» • • •» &s —1,0

erzeugt, indem man wieder wegen (12.17) Gs0 fortlässt 
und benutzt, dass weitere Relationen zwischen den G„ > 
nicht bestehen. Die zu einem Eigenwert e , 0 < k < n, 
gehörige Untergruppe Uk von H wird durch die s — 2 Ba
siselemente

(14.3) Fltk, F2fk, • ■ •> ^s—2,*

erzeugt. Unter den gehören höchstens s —2 in diese 
Untergruppe Uk, da die Grl unabhängig sind. Man bestätigt 
das auch so: Für ein solches Gv,i muss nach (12.18) 
Z2r = k sein. Wenn nun mindestens s—1 der z zu Uk 
gehörten, so würden mindestens s—1 der /.r in n und k, 
also in dem Teiler (n, Zc) <n von n aufgehen, also minde

stens s — 1 der /n„ würden den Faktor 7---- rr > 1 enthalten,
(n, k)

und das ergibt wegen (4.6) und (4.7) einen Widerspruch. — 
Man kann also solche Elemente für welche ZZr = k 
ist, mittels (13.12) als Basiselemente für die Untergruppe 
Uk von H einführen und dafür ebenso viele der Basis
elemente (14.3) (im Höchstfall alle) eliminieren.

Diese Einführung der mit alleiniger Ausnahme von 
Gs<o in die benutzte Homologiebasis sei nun im Falle s>0 
vorgenommen. Damit ist alles vorbereitet, um den Auto
morphismus der Homologiegruppe auch im Fall der Ver-
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zweigtheit sofort angeben zu können. Ist nämlich die r-te 
Randkurve von M durch Ausschneiden eines multiplen 
Punktes entstanden, so bedeutet ihre Schliessung nach 9 
die Hinzufügung der Relationen (9.1), also nach (7.22) der 
Relationen gp,i = 1, Z = 0, 1, 2, . . ., mr — 1, zu F. Dem 
entspricht in H die Nullsetzung der und damit nach
(12.14) auch der GrJ. Man hat also in der jetzt benutzten 
Rasis für H einfach die Gr>z für den betreffenden Wert 
von v fortzulassen und im übrigen nichts zu ändern. Da
durch verliert man sowohl in dem charakteristischen Poly
nom PH wie in PR den Faktor (a/1’*'—1). Die Darstellung 
von J verbleibt in Diagonalform.

Sind mehrere Ränder von M zu schliessen, so setze 
man dies entsprechend fort. Nur für den Fall, dass alle 
s Ränder von M geschlossen werden, ist noch folgende 
Bemerkung hinzuzufügen: Da GSjo nicht in der Basis vor
kommt, hat man beim Schliessen des letzten, s-ten, Randes
nur ms—1 Basiselemente zu tilgen, und man verliert in

den charakteristischen Polynomen nur den Faktor

Das Ergebnis ist also folgendes: Es sei s = u+ v, indem 
die zu v — 1, 2, . . ., u gehörigen Ränder von M geschlos
sen werden und die zu r = u + 1, u + 2, . . ., u + v ge
hörigen Ränder von M offen bleiben, also von Randkurven 
von y überdeckt werden, y ist also berandel für v > 0 
und geschlossen für p = 0. Dann bekommt man wegen
(12.12), (12.13), (12.19) und (13.4) die folgenden charak
teristischen Polynome:

(14.4)

(14.5)

p (æn-l)?,? + s-2(æ-l)___
H (æmi-l)(æm2-l) ... (æm»-l)

(æm« + l-l)(æm« + 2-l) ... + 1)
für berandetes </

x — 1
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(14.6)
(æn-l)2g+a~2(æ-l)2

(xmi - 1) - 1) .. . (xms - 1)
für geschlossenes y.

Für geschlossenes y fällt PR fort, da R verschwindet. 
Diese Formeln gelten sowohl für <?>0, s>0, wie für 
q = 0, in welchem Fall ja s > 2 ist. Die am Anfang von 
6 vorweg behandelten Fälle a) und b) eines abelschen T 
werden mit umfasst: Für a) ist q = 0, s = 2 und dabei 
mt — zn2 = 1 . Im Fall u = 0, v — 2 des Kreisringes hat 
H ein Basiselement, und (14.4) ergibt PH = x— 1 . Im Fall 
u = 1, z; = 1 der Kreisscheibe und im Fall zz = 2, v = 0 
der Kugel verschwindet H und (14.4) bezw. (14.6) fallen 
fort. Für b) ist q = 1 , s = 0, und H wird die freie abelsche 
Gruppe mit 2 Erzeugenden und mit F identisch. J ist dabei, 
ebenso wie I, der identische 
gibt PH = (x — l)2.

II
Für die Faktorgruppe —

(14.6) als charakteristisches
Einem Fixpunkt von vy 

Zahl Z, die angibt, wie ofl

Automorphismus, und (14.6) 

bekommt man in allen Fällen 

Polynom.
entspricht der zn-Wert 1. Die
die Zahl 1 unter den Zahlen

(14.7) zn2, . . ., mu

vorkommt, ist also gleich der Anzahl von Fixpunkten von 
zy. Die Ausdrücke (14.4—6) sind ganze rationale Funk
tionen. Die Spur S/f der zu ,/ gehörigen Transformations
matrix von II ist die Summe der Wurzeln von PH, also 
1—Z in (14.4) und 2 —Z in (14.6). Also erhält man für 
die Anzahl Z von Fixpunkten bei ry

für berandetes </>(14.8)

(14.9) für geschlossenes y.
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In so einfacher Weise ergibt sich aus (14.4) und (14.6) 
für den von uns betrachteten Fall der periodischen Trans
formationen von Flächen die bekannte, sehr allgemeine 
Spurformel von Alexander [16], Lefschetz [17] und Hopf 
[18]. Zum Vergleich mit der von Hopf benutzten Form, 
siehe [18] Seite 498 am Schluss von § 2, sei bemerkt, dass 
die dort auftretenden Symbole in unserem Fall folgende 
Bedeutung haben: Der Index j jedes einzelnen Fixpunktes 
von rcp ist +1, die linke Seite der Formel ist also =". Die 
Zahl n gibt die Dimension der Mannigfaltigkeit an und ist 
hier also 2. Die Spur S°f der Homologiegruppe militer Di
mension bei der Abbildung f ist hier 1, da y zusammen
hängt. Slf ist unser SH. S'2f ist 0, falls y berandet ist, und 
gleich dem Abbildungsgrad, hier also +1, wenn y ge
schlossen ist. Die Formel ergibt somit (14.8) bezw. (14.9) 
für berandetes bezw. geschlossenes y.

Die Anzahl W der bei t invarianten Randkurven von y 
ist gleich der Zahl, die angibt, wie oft die Zahl 1 unter 
den Zahlen

<14-10) zn« + i’ m,l+2’ ■ • •> mu + u

vorkommt, also für berandetes y nach (14.5) durch

(14.11) +

gegeben, wenn die Spur der zu J gehörigen Transfor
mationsmatrix von R, also die Summe der Wurzeln von 
PR bedeutet. Aus (14.8) und (14.11) erhält man

(14.12) 3'+^= 2-SH+SR = 2 —Sh.
R

Diese Formel zur Bestimmung der Gesamtanzahl von in
varianten Punkten und invarianten Rändern gilt sowohl 
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für berandete wie für geschlossene Flächen. Denn für ge
schlossene Flächen verschwindet P und damit so dass 
man auf (14.9) kommt.

15. Kennzeichnung der Abbildung durch das charak
teristische Polynom. Es soll untersucht werden, wie weit
gehende Aussagen man über den topologischen Typus der 
periodischen Transformation allein auf Grund der Kennt
nis des charakteristischen Polynoms PH(x) machen kann.

Die im Nenner von (14.4) bezw. (14.6) auftretenden Fak
toren 1 entsprechen multiplen Punkten von r<p; daher 
ist mv<n. Diejenigen irreduziblen Faktoren des Zählers, 
die (im Falle 2ç4-s>2) die primitiven n-ten Einheits
wurzeln zu Wurzeln haben, können daher nicht bei der 
Division herausfallen.

Ist nun eine ganze rationale Funktion PH(x) als charak
teristisches Polynom einer periodischen Transformation 
vorgelegt, so spalte man sie in Faktoren, die im rationalen 
Zahlkörper irreduzibel sind. Dann haben die einzelnen ir
reduziblen Faktoren das vollständige System von primitiven 
Einheitswurzeln eines gewissen Grades zu Wurzeln. Kommt 
dabei kein Grad > 1 vor, so muss man 2t/ + s —2, also 
einen der vorweg behandelten Fälle a) und b) von 6 haben, 
für die in 14 das PH bestimmt wurde. Man erhält daher 
folgenden Aufschluss über die Transformation:

1) Enthält PH überhaupt keinen Faktor, so liegt der 
Fall der Kreisscheibe oder der Kugel vor.

2) Für PH — x—1 hat man den Fall des Kreisringes.

3) Für Pjj = (rr — l)2 hat man den Fall des Torus ohne 
multiple Punkte.
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In diesen Fällen lässt sich nichts über die Ordnung n 
der Transformation aus dem Polynom PH erschliessen.

In allen anderen Fällen hat man 2q + s>2, und es 
kommen Grade > 1 von Einheitswurzeln vor. Dann ergibt 
sich zunächst die Ordnung n der Transformation als der 
höchste vorkommende Grad von Einheitswurzeln. Die Mul
tiplizität, mit der das irreduzible Polynom, welches die primi
tiven n-ten Einheitswurzeln zu Wurzeln hat, in PHvorkommt, 
ist 2ç + s—2, woraus sich die Anzahl 2ç + s bestimmt.

Nun bilde man das Polynom

(15.1) 77 (x) =
(x"-l)2’+s_2(x-l)a

Wegen (14.4) und (14.6) geht der Nenner von (15.1) jeden
falls im Zähler auf, und (15.1) lässt sich auf eine und nur 
eine Weise in die Form

(15.2) /I(x) = (x™1—l)(xm2—1) . . . (xm'v— 1)

I. Ist keine der Zahlen mlf m2, . . ., mu) gleich 1, so 
lässt sich PH nicht auf die Form (14.4) bringen, also muss 
7 notwendig geschlossen sein. Dann ist iv — s, und da 
man oben 2q-\-s fand, kennt man auch q. Aus dem nach 
(15.2) bekannten Zahlsystem mr, m2, . . ., m findet man r 
nach (3.1), und danach ergibt sich p aus (3.2). Im Falle I 
kann man also die Ordnung der Transformation, das Ge
schlecht der geschlossenen Fläche y und ihrer Modulfläche 
M und die Verzweigung von y über M vollständig bestim
men. Zur Charakterisierung des topologischen Typus der 
Transformation fehlen nur (in dem Unterfalle s>0) die

bringen. Dabei ist tu <s < 2q + s. Wir unterscheiden nun
zwischen zwei Fällen:
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zu den einzelnen Verzweigungsstellen gehörigen Drehzahlen. 
Es ist von vorne herein klar, dass diese sich nicht aus PI{ 
ergeben können. Denn ersetzt man r durch , wo («, n) = 1 
ist, so ändern sich die Drehzahlen, während sich die Wurzeln 
der einzelnen irreduziblen Faktoren von PH nur unter ein
ander vertauschen, so dass PH ungeändert bleibt. — Hervor
gehoben sei der Spezialfall: Der topologische Typus einer 
periodischen Transformation einer geschlossenen Fläche 
ohne multiple Punkte ergibt sich eindeutig aus dem zu
gehörigen charakteristischen Polynom (abgesehen davon, 
dass in dem obigen Spezialfall 3) des Torus die Ordnung 
unbestimmt bleibt).

II. Ist mindestens eine der Zahlen m die 1, etwa mlv = 1, 
so besteht dann und nur dann die Möglichkeit eines ge
schlossenen y, wenn w dieselbe Parität hat, wie die oben 
bestimmte Zahl 2 g+ s. Ist das der Fall, so setzt man 
wieder w = s und verfährt wie unter I. Andererseits kann 
man im Fall II immer PH auf die Form (14.4) mit u; = u + 1 
bringen (und man muss das tun, wenn iv und 2q-\-s un
gleiche Parität haben) und kommt damit auf den Fall einer 
berandeten Fläche. Dann kann man, mit den Bezeichnungen 
von 14, (2g + s) — u = 2g-f-p berechnen. Nun bietet aber 
die Kenntnis von PH keine Handhabe mehr, um die Ver
teilung der Einheiten dieser Zahl auf die Anzahlen g und 
v zu bestimmen, sodass in diesem Fall eine grössere Anzahl 
von topologischen Realisierungen zu dem gegebenen Ph 

gehören.
Wenn man indessen sowohl PH wie PR kennt, kann 

man v bestimmen und damit die Bestimmung der topo
logischen Realisierung ebensoweit treiben wie im Fall I, 
in dem PR fortfiel.
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Für geschlossene Flächen enthält der Nenner von PH 
in (14.6) den Faktor (x—l)s. Die Multiplizität der Wurzel 
1 in PH ist also eine gerade Zahl, und zwar 2 g, sodass 
sich das Geschlecht der Modulfläche unmittelbar aus

Pi 

ergibt.
Man bemerkt, dass es, abgesehen von den Sonderfällen 

1), 2) und 3), die n unbestimmt lassen, zu einem gegebenen 
charakteristischen Polynom PH nur endlich viele topologisch 
nicht äquivalente Realisierungen durch periodische Trans
formationen gibt. Das verhältnismässig grobe Hülfsmittel 
der Homologiegruppe gestattet also eine so weitgehende 
Typeneinteilung der periodischen Transformationen von 
Flächen, dass das feinere Werkzeug der Fundamental
gruppe darüber hinaus nur die Unterteilung jedes Typus 
in endlich viele topologisch nicht äquivalente Untertypen 
liefert.
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t^s handelt sich in dieser Abhandlung um die Bestim- 
-J mung der gescharten Kollineationen des Raumes, 

durch welche eine gegebene, nicht ausgeartete Fläche zweiter 
Ordnung in eine gegebene andere übergeführt wird.

Diese Aufgabe vergleichen wir zunächst mit der ebenen 
Aufgabe, diejenigen Homologien zu finden, bei welchen zwei 
Kegelschnitte einer und derselben Ebene einander entspre
chen. Die letztgenannte Aufgabe hat bekanntlich eine end
liche Anzahl von Lösungen (bei allgemeiner Lage der beiden 
Kurven genau 12), in Übereinstimmung damit, dass sowohl 
oc5 Kegelschnitte als auch oc5 Homologien in der Ebene 
vorhanden sind. Nun gibt es auch im Raume »gleich viele« 
Flächen zweiter Ordnung und gescharte Kollineationen, 
nämlich oc9; man könnte deshalb erwarten, dass die oben 
angeführte räumliche Aufgabe ebenfalls im allgemeinen 
eine endliche Anzahl von Lösungen besitzt. Dies ist jedoch, 
wie wir sehen werden, nicht der Fall. Zwei Flächen zweiter 
Ordnung allgemeiner Lage entsprechen sich bei keiner 
gescharten Kollineation. Der scheinbare Widerspruch löst 
sich, wie aus dem folgenden hervorgehen wird, dadurch, 
dass unendlich viele gescharte Kollineationen existieren, die 
eine Fläche zweiter Ordnung in eine zweite überführen, 
sobald es eine solche Kollineation gibt.

Über den betrachteten Gegenstand ist dem Verfasser nur 
eine Arbeit von K. Rohn1 bekannt. Es werden dort die har-

1 K. Rohn: Geschart-involutorische Lage zweier Flächen 2. Grades. 
Leipz. Ber. 66 (1914), S. 60.

1*
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monischen gescharten Kollineationen bestimmt, welche zwei 
Flächen zweiter Ordnung vertauschen.

§ 1. Die drei Typen von Achsen.
Eine gescharte Kollineation ist eine Kollineation, bei der 

zwei windschiefe Geraden, die Achsen der Transformation, 
punktweise und ebenenweise festbleiben. Diese Achsen sind 
im allgemeinen getrennt, können aber auch »konsekutiv« 
sein und einen Streifen einer Regelfläche bestimmen. Man 
könnte die Achsen auch als zwei sich schneidende Geraden 
annehmen; dann würde aber die Transformation eine para
bolische Homologie sein (d.h. eine Homologie, deren Zen
trum in der Homologieebene enthalten ist). Solche Homo
logien wollen wir hier nicht aufsuchen, sondern nur insofern 
mitnehmen, als sie in natürlicher Weise mit den eigent
lichen gescharten Kollineationen zusammen auftreten.

Sind bei einer gescharten Kollineation (Jf, J/j) ein Paar 
von entsprechenden Punkten, E und F die Schnittpunkte 
der Geraden J/J/j mit den beiden Achsen, dann ist das 
Doppelverhältnis (EFMM^) nur von der Transformation, 
nicht von dem Punktepaare (M, Mx) abhängig.

Die zwei Flächen zweiter Ordnung seien <p und wir 
suchen die gescharten Kollineationen, welche y in über
führen. Für eine Achse einer solchen Transformation muss 
gelten, dass jeder Punkt, welchen sie mit der einen Fläche 
gemein hat, auch der anderen angehört und dass jede durch 
sie gehende Tangentialebene an die eine Fläche auch die 
andere berührt. Es erweisen sich daher die folgenden drei 
Typen von Achsen als möglich :

I. Die Achse schneidet die Flächen in denselben zwei 
Punkten und liegt in zwei gemeinsamen Tangentialebenen.
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II. Die Achse ist Tangente in einem Berührungspunkt 
der beiden Flächen.

III. Die Achse ist eine gemeinsame Erzeugende der bei
den Flächen; diese müssen sich dann in allen Punkten 
dieser Erzeugenden berühren.

Wir zeigen nun:
Jede Gerade, welche die in I genannten Be

dingungen erfüllt,
Kollineationen, 
welche cp in 
ü b e r f ii h r e n.

Die Achse sei a, 
ihre Schnittpunkte 
mit den Flächen A 
und B ; ferner möge 
die eine durch a ge
hende Tangential
ebene cp und 
in P bzw. P1, die 
andere in Q bzw. 
Qi berühren. Die

ist Achse zweier gescharten

Gerade p = PQ bzw. jDj= P1Q1 ist dann die Polare von 
a in bezug auf <p bzw. (px; sowohl p als auch p± sind zu 
a windschief. Die folgenden zwei Fälle sind nun zu be
trachten :

1) p und p! sind zu einander windschief (Fig. 1). Die 
drei Geraden a, p, pr bestimmen dann eine Fläche zweiter 
Ordnung, auf welcher die andere Achse zu suchen ist. Diese 
Fläche geht bei der Transformation in der Weise in sich 
selbst über, dass jede Erzeugende des von a, p, p1 ver
schiedenen Systems in sich selbst transformiert wird. Es 
sei r eine solche von PP1 und QQT verschiedene Gerade.
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Ferner sei angenommen, sie gehe nicht durch A oder B; 
sie ist dann weder Tangente an 99 noch an Diese Gerade 
r schneide die Fläche 9? in C und C', die Fläche in Cr 
und einem weiteren Punkt und die Geraden a, p, px in E.R 
bzw. Rr.

Die durch die gesuchte Transformation auf r erzeugte 
Projektivität ist nun dadurch festgelegt, dass sie den Punkt E

als Fixpunkt hal, R in 
Rr und C (oder C') in 
Ci überführt. Dadurch 
ist auch die andere Achse 
bestimmt; sic geht durch 
den zweiten Fixpunkt 
der Projektivität und ist 
ausserdem eine Erzeu
gende der genannten Flä
che zweiter Ordnung von 
demselben System wie a, 
p und pr. Wir erhalten 
auf diese Weise zwei ge
scharte Kollineationen ; 
diese führen A, B, P

umi Q in bzw. A, B, Px und CR sowie C (oder C') in Cr über,
daher auch 9? in (pr. Die eine dieser Kollineationen kann
konsekutive Achsen haben.

2) p und Pi schneiden einander in M (Fig. 2). PP^ und 
QQi schneiden sich dann in einem Punkt S von a. Eine 
beliebige durch a gehende Ebene, welche nicht Tangential
ebene an 99 und qR ist, schneidet diese Flächen in zwei 
Kegelschnitten, x und Die Pole R und R} von a in bezug 
auf diese Kegelschnitte liegen auf p bzw. pv Die Kurven x 
und Xj sind auf zwei Weisen homolog mit a als Achse; die 
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entsprechenden Zentren seien N und N'; sie liegen auf der 
Geraden Die gescharte Kollineation mit den Achsen a 
und MN (oder MN'), welche p in pr überführt, führt dann 
x in Xj und daher auch cp in über. Es gibt demnach auch 
in diesem Fall zwei gescharte Kollineationen der gesuchten 
Art. Doch kann insbesondere N (oder N') in S fallen; die 
eine der Kollineationen wird dann eine parabolische Homo
logie.

Der Beweis gilt bis auf unwesentliche Änderungen, wenn 
p mit py zusammenfällt; die beiden gescharten Kollinea
tionen haben dann dieselben Achsen und nur verschiedene 
charakteristische Doppelverhältnisse.

Dem Achsentypus III entsprechend erhält man;
Wenn sich cp und längs einer Erzeugenden 

berühren, gibt es oo2 gescharte Kollineationen mit 
dieser Erzeugenden als Achse, welche cp in cpr über
führen.

cp und cpr haben nämlich äusser der Berührungserzeugen
den a noch zwei andere (evtl, konsekutive) gemeinsame 
Erzeugende, b und c. Benutzt man, dass b und c in Ver
bindung mit den beiden konsekutiven Erzeugenden a und 
noch einem Punkt von cpr diese Fläche eindeutig festlegen, 
so sieht man, dass die andere Achse unter den Transversalen 
von b und c beliebig gewählt werden kann.

Im Gegensatz hierzu ist eine Gerade, welche den 
Bedingungen II genügt, im allgemeinen keine 
Achse einer gescharten Kollineation, die cp in cpr 
üb er führt. Denn es gibt oc7 Flächen zweiter Ordnung, 
welche eine gegebene Gerade in einem gegebenen ihrer 
Punkte berühren, aber nur oc5 gescharte Kollineationen, 
welche die genannte Gerade als eine Achse haben.
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Um die Achsen der eventuellen gescharten Kollinea- 
tionen, die 99 in 9^ überführen, näher zu bestimmen, stellen 
wir die folgende Überlegung an:

Es seien a und b ein Paar zusammengehöriger Achsen. 
Sie werden von (mindestens) einem Paar von Geraden, a 
und ß, geschnitten, die polar in bezug auf <p sind. Da a 
und ß bei der gescharten Kollinealion festbleiben, sind sie 
auch polar in bezug auf çy Die Achsen a und b wer
den also von einem Paar gemeinsamer Polargera
den a und ß der beiden Flächen geschnitten. (Dies 
gilt auch, wenn a und b konsekutive Geraden sind.) Es 
erweisen sich drei verschiedene Lagen der Geraden a und ß 
als möglich :

1) a und ß sind zu einander windschief.
2) a und ß gehören derselben Ebene an; diese ist dann 

Tangentialebene in einem Berührungspunkt der Flächen. 
Eine der Achsen geht durch den Berührungspunkt, die 
andere liegt in der Tangentialebene. Diese Ebene geht in 
sich selbst über, und die Transformation in ihr ist eine 
Homologie mit dem genannten Berührungspunkt als Zen
trum; die Ebene schneidet demnach (p und <pr in denselben 
zwei Erzeugenden, (p und 9^ müssen also, wenn dieser 
Fall vorkommen soll, zwei einander schneidende 
Erzeugende gemein haben.

3) a und ß fallen zusammen; 92 und (p1 haben dann 
eine Erzeugende gemein,

§ 2. Die gegenseitige Lage der Flächen.
Wir wollen im folgenden — von einem letzten § 6 ab

gesehen — die Untersuchung auf diejenigen Fälle beschrän
ken, wo 92 und 9?x (mindestens) ein gemeinsames Polar- 
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tetraeder haben. Es liegen dann 4 Möglichkeiten vor, die 
dem folgenden Aussehen der Schnittkurve entsprechen:

A. Eine Raumkurve 4. Ordnung ohne Doppelpunkte oder 
Spitze.

B. Zwei Kegelschnitte (in verschiedenen Ebenen) mit 
zwei gemeinsamen Punkten.

C. Vier Geraden, die ein windschiefes Viereck bilden.
D. Ein doppeltzählender Kegelschnitt.
Ehe wir die eigentliche Untersuchung weiterführen, wol

len wir einige Einzelheiten über die genannten Lagen, ins
besondere über die gemeinsamen Polartetraeder der beiden 
Flächen angeben.

Lage A. Die Flächen haben keinen Berührungspunkt; 
sie haben 1 gemeinsames Polartetraeder.

Lage B. Die Flächen berühren einander in 2 Punkten, 
etwa P und Q (die Schnittpunkte der Kegelschnitte); ihre 
Verbindungsgerade PQ = l hat dieselbe Polare V in bezug 
auf beide Flächen. Es gibt oc1 gemeinsame Polartetraeder; 
diese haben alle ein Paar gegenüberliegender Kanten auf l 
und 1'. Die auf 1' liegende Eckpunkte sind allen Tetraedern 
gemein; auf / können als Eckpunkte die Punkte jedes 
Paares auftreten, das von (P, Q) harmonisch getrennt wird.

Lage C. Die Flächen berühren einander in 4 Punkten 
(die Eckpunkte des Vierecks). Sie haben oc2 gemeinsame 
Polartetraeder, die die Diagonalen des Vierecks als gemein
same gegenüberliegende Kanten haben. Als Eckpunkte kön
nen auf jeder Diagonale die Punkte eines beliebigen Paares 
auftreten, das von dem entsprechenden Paar von Berüh
rungspunkten harmonisch getrennt wird.

Lage D. Die Flächen berühren einander in allen Punk
ten des gemeinsamen Kegelschnittes; die Ebene des Kegel
schnittes hat denselben Pol. 0, in bezug auf beide Flächen.
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Es gibt liier oc3 gemeinsame Polartetraeder; diese haben 
alle einen Eckpunkt in 0, und die drei anderen liegen in 
der Ebene des Kegelschnittes und können als Eckpunkte 
eines beliebigen Polardreieckes dieser Kurve gewählt wer
den.

Gegenüberliegende Kanten eines gemeinsamen Polar
tetraeders sind immer Polargeraden in bezug auf beide 
Flächen. Umgekehrt hat man bei den hier betrachteten 4 
Lagen, dass jedes Paar windschiefer gemeinsamer 
Polaren der beiden Flächen Träger eines Paares 
von gegenüberliegenden Kanten eines gemein
samen Polartetraeders sind.1

Wählt man ein gemeinsames Polartetraeder als Koordi
natentetraeder, so können cp und durch die Gleichungen

(1) æj Tæ3 T— 0 und + = 0

dargestellt werden. In den Fällen, wo mehrere Polartetraeder 
vorhanden sind, kann man für alle solchen Polartetraeder 
die Gleichungen (1) mit denselben ä benutzen. Der Lage A 
entspricht, dass alle vier Â verschieden sind; B erhält man, 
wenn 2 (und nur 2) einander gleich sind. C entspricht, dass 
sie paarweise einander gleich sind, z. B. Âx= Â2, Â3= z4, 
und D ergibt sich, wenn 3 (und nur 3) Â einander gleich 
sind.

§ 3. Die Bestimmung der Achsen.
Wir kehren nun zur Untersuchung der gescharten Kol- 

lineationen, die <p in (p4 überführen, zurück, und beginnen 
mit den Lagen A, B und D, da bei C besondere Verhäll-

1 Dagegen kann es bei anderen Lagen, wo kein gemeinsames Polar
tetraeder vorhanden ist, dennoch sehr wohl ein Paar windschiefer ge
meinsamer Polaren geben.
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nisse vorliegen; dieser Fall wird daher am besten für sich 
allein behandelt (§ 5).

Bei den drei angeführten Lagen von und (pY sieht man, 
dass die Möglichkeiten 2) und 3) auf Seite 8 sich nicht 
realisieren lassen, so dass ein Paar zusammengehöriger 
Achsen notwendig ein Paar von windschiefen gemeinsamen 
Polaren der Flächen, also ein Paar gegenüberliegender Kan
ten eines gemeinsamen Polartetraeders schneiden müssen.

Wir suchen in diesem Paragraphen die Achsen des 
Typus 1 (siehe Seite 4). Die Gleichungen der Flächen in 
Punktkoordinaten seien die oben angeführten (1); in 
Ebenenkoordinaten lauten sie

(2) u2 + u2 + n2 + u2 = 0 und + "2 + = 0.
A.C) Aß

Als eventuelle Achse betrachten wir eine Gerade, die in 
Punktkoordinaten durch die Gleichungen

(3) ax2, x3= ßa?4,

in Ebenenkoordinaten durch

(4) aux+u2= 0, ßu3+u4 — 0

dargestellt ist. Ihre Schnittpunkte mit den Flächen werden 
durch

(«“ + 1 ) “b (ß~ ■ 1 ) ,r4 = 0, 
(a2Â14-Â2)^ + (/?% + 24)æ: = 0

bestimmt. Die durch die Gerade gehenden Tangentialebenen 
ergeben sich auf duale Weise aus

(a2+l)u2+(£2+l)n2 = 0,



12 Nr. 2. David Fog:

Soll nun die Gerade sowohl durch zwei (verschiedene) 
gemeinsame Punkte der Flächen gehen als auch in zwei 
(verschiedenen) gemeinsamen Tangentialebenen liegen, so 
erfordert dies das Bestehen der Gleichungen

I (a^+^X^+l) = (|9%+A4)(a»+1),
I V4(a!A + «(^+ 1) = V2(/3U3+A4)(a* + 1)

in der Weise, dass nicht beide Seiten null werden. Also 
muss

(6) A ^2 = ^3^4

sein.1 Ist umgekehrt diese Gleichung erfüllt, so reduzieren 
sich die Gleichungen (5) auf eine,

(7) (a^i+^X^+l) = (^Â3+^)(«2+1),

und jedes Wertepaar (a, ß), das (7) befriedigt, ohne beide 
Seiten zum Verschwinden zu bringen, erweist sich leicht 
als eine Gerade vom Typus I, also als eine Achse. Es gibt 
also unter der Bedingung (6) oc1 gescharte Kol- 
lineationen, die (p in (p± überführen. Die zugehörigen 
Achsen sind Erzeugende einer Regelfläche mit der Gleichung

(8) (Âxæi + Â2æâ) (æ3 + æD (^3^3 + (æl + æD

oder in Ebenenkoordinaten

sie ist von 4. Ordnung und 4. Klasse und besitzt zwei 
windschiefe Doppelgeraden.2

1 Die Relation (6) als Ausdruck der Bedingung 1 (Seite 4) findet 
sich bei Rohn, S. 73, ohne Verbindung mit dem hier betrachteten Pro
blem der allgemeinen gescharten Kollineationen.

2 Vgl. Encykl. d. math. Wiss. Ill, 2, 2 b, S. 1753.
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Wir können der Gleichung (6) eine einfache geometrische 
Deutung geben. Wir bemerken zunächst, dass es 8 Kol
lineationen gibt, die die Eckpunkte des Koordinatentetrae
ders zu Fixpunkten haben, und die ausserdem (p in ç>x 
überführen. Sie werden durch

dargestellt.
Betrachten wir nun die Kollineation

x

Sie lässt die Gerade x3 = 0, x4= 0 punktweise und die 
Gerade .r, = 0, x2— 0 ebenenweise fest. Sie kann als Pro
dukt zweier harmonischen Homologien aufgefasst werden, 
deren Homologieebenen durch die erste der genannten 
Geraden gehen und deren Zentren auf der zweiten liegen, 
und mag deshalb als eine »projektive Drehung« bezeichnet 
werden. Umgekehrt hat jede projektive Drehung der be
trachteten Art eine Darstellung der Form (11). Eine andere 
projektive Drehung, wo die Achsen ihre Rolle vertauscht 
haben, sei

Das Produkt dieser beiden Drehungen (in beliebiger Reihen
folge) ist die Kollineation

sie möge eine »projektive Schraubung« um die genannten
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Achsen heissen. Wir fragen nun, wann die allgemeine Kol- 
lineation

_ jUiæi» æ2 = ^2^2’ -r3 = ^3^3» *T4 = /74X4

eine projektive Schraubung um die genannten Achsen ist. 
Als notwendig und hinreichend erweist sich

/71 Z*2 = Z*3

Wir sehen daher, dass das Erfülltsein von (6) bedeutet, 
dass 4 von den oben genannten 8 Kollincationen, die (p in 
çy überführen, projektive Schraubungen um das oben er
wähnte Paar von gegenüberliegenden Kanten des Koordi
natentetraeders sind.

Wir wollen nun die einzelnen Lagen A, B und 1) etwas 
näher betrachten.

Lage A. Im allgemeinen gibt es keine Lösungen; nur 
wenn (6) oder eine damit analoge Gleichung erfüllt ist, 
gibt es eine Schar von oc1 Achsen. Denkt man sich die 
Flächen als konzentrische Ellipsoide mit gemeinsamen Sym
metrieebenen, so dass die Gleichungen in rechtwinkligen 
Koordinaten

geschrieben werden können, so ist (6) mit

Flächen zerfällt in zwei Kegelschnitte, die in den Ebenen

ab u1ö1
c

gleichbedeutend.
Lage B. Es sei z. B. X3 = z4. Die Schnittkurve der
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(13) I Z £ Z;> OC£ ~i~ |z Äß Zo *r2 — 6

liegen und sieh in den Punkten (0, 0, 1, ± z) schneiden. 
Wie oben gibt es im allgemeinen keine Lösungen; die 
Gleichung (6) erhält hier die Form

(14) ZjZ2 = 

und die Bedingung (7) für a und ß wird nach Division
durch ß2 4- 1 :

CZ“(Ai ^3) 4~ Z-2---- ^3 = 0.

Hieraus erhält man

(15) a — ± —— , ß beliebig,
|/Âi-Â3

also die Achsen 

(16) |/Ät — Å3æl±]/Å3— Â2æ2 = x3 — kx4.

Sie bilden zwei Geradenbüschel, die in den Ebenen (13) 
der Kegelschnitte liegen und ihre Zentren in den Punkten 
haben, wo diese Ebenen die Polare der gemeinsamen Sehne 
der Kegelschnitte schneiden.

Sind cp und durch die Gleichungen (12) dargestellL 
so wird

c = c1? cib — a4b4.

Hieraus folgt, dass die Flächen von jeder zur rry-Ebene 
parallelen Ebene in zwei inhaltsgleichen Ellipsen geschnit
ten werden, und sie entsprechen sich demnach in zwei 
involutorischen Affinitäten, deren Homologieebenen die 
Kegelschnittsebenen sind. Man entnimmt hieraus, dass die 
Bedingungen
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(17) Â4 und — Â4

damit gleichbedeutend sind, dass die Flächen 9? und (pY 
mit zwei Kugeln von demselben Radius (und mit 
nicht-isotroper Verbindungsgerade der beiden Zentren) 
projektiv äquivalent sind.

Die Bedingungen (17) können auch so gedeutet werden, 
dass 4 von den 8 Kollineationen, die die Eckpunkte des 
Koordinatentetraeders zu Fixpunkten haben und <p in cpx 
überführen, projektive Drehungen sind, bei denen die 
Schnittlinie der Kegelschnittsebenen punktweise und ihre 
Polare ebenenweise festbleiben.

Es soll kurz erwähnt werden, dass man, statt die Be
dingung 23= Z4 mit (6) zu kombinieren, diese Bedingung auch 
mit einer zu (6) analogen Gleichung zusammen nehmen 
könnte, z. B. mit

^1^3 ~ '"2 ^4-

Hieraus würde indessen Âr= À2 folgen, und die Flächen 
hätten dann die Lage C. Dies werden wir später, in § 5, 
näher erörtern.

Wir bemerken noch, dass wir durch die obige Methode 
alle Achsen vom Typus I gefunden haben, obwohl die 
Flächen co1 gemeinsame Polartetraeder haben; denn die 
gefundenen Achsen sind in Beziehung zu den Flächen selbst, 
nicht nur zu dem gewählten Koordinatentetraeder, charak
terisiert worden.

Lage D. Es gibt hier gar keine Achsen, weil (6) in 
Verbindung mit z. B. — Ä2 = Ä3 das vollständige Zusam
menfallen der Flächen zur Folge haben würde.
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§ 4. Zusammengehörige Achsen.
Wir haben in § 3 die brauchbaren Achsen bestimmt ohne 

Rücksicht darauf, wie sie in den gescharten Kollineationen 
zusammengehören. Um auch diese Frage zu beantworten, 
greifen wir gewissermassen das ganze Problem nochmals 
von vorn an, indem wir uns nur auf die §§ 1—2 stüt
zen, und benutzen eine rein analytische Methode, weil 
diese — obgleich durch nicht ganz kurze Rechnungen — 
die Verhältnisse am besten beleuchtet und das ganze Formel
system mit einem Schlag liefert. Wir wollen hier direkt nur 
gescharte Kollineationen mit getrennten Achsen aufsuchen, 
aber doch auch solche mit konsekutiven Achsen mitnehmen, 
wenn sie von selber in den Rechnungen auftreten. Dafür 
gibt die Methode auf einmal die Achsen vom Typus I und 
Typus II. Wie vorher nehmen xvir an, dass die Flächen 
eine der Lagen A, B oder D haben; auf die Lage C gehen 
wir in § 5 ein.

Die Flächen <p und seien wie früher durch

(18)
und

xf + x2 + xj + a?4 = 0

(19) + Âyæl + Â3æ3 + Â4æ4 = 0 

gegeben. Zusammengehörige Achsen müssen, wie wir wis
sen, zwei gegenüberliegende Kanten eines gemeinsamen 
Polartetraeders schneiden ; wir w ollen nun die geschar
ten Kollineationen aufsuchen, deren Achsen die Geraden 
xr— 0, x2 = 0 und x3 — 0, x4= 0 schneiden. Die Achsen 
können dann durch

(20) — ax2, x3 — ßxi und xk = ctxæ2, x3 = ß^Xi

dargestellt werden. Eine gescharte Kollineation mit diesen
Achsen ist durch

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XV, 2. 2
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—aæ2 = p(x\ — a.r'2), 

æ3~ = /Aæ'3 — ßx4),
xl~a1x2 = q(x\~ at.r2) 

æ3~ Ælæ4 = <7<æ3—£læ4>

(« 4- «i, ß 4= ßt, P =4 (?)

oder, wenn die Gleichungen nach ,r2, ,r3 und ,r4 gelöst 
werden, durch

(21)

(at— a)xt = (cij^p — aq^x^ — (p — q)aatx'2, 
(at~a)x2 = (p~q)x'l — (ap~~alq)x'2, 
(ßi~ß)x3 = CßiP — ßq)xr3 — (p — q) ßßtx'i, 
(ßi — ß)x4 = (p — q)x9 — (ßp—ßlq)x,4

gegeben. Wir verlangen nun, dass die Transformation (21) 
cp in 9?! überführen soll. Bei der Einführung von (21) in (18) 
müssen dann zunächst die Glieder mit x\x'2 und æ3æ4 ver
schwinden ; dies erfordert

(22)

und

pa(l + a2) = qa1 (1 4 a2) 

(23) pß(ß ■ ßi) — qßifi ■ ß~)■

Das Einsetzen ergibt nun im übrigen, wenn wir die Striche 
weglassen und nur die erste Hälfte, also die Glieder mit 
xf und x2, aufschreiben:

(24)
(tti —a)2 læ* ai)~2Pq(l + acti) + Ç2(l + a2) +

-hx2 [p2a2(l + a2)—2pqaal(l+aal) + q2a2(l + a2)jj-j-----=0.

Führt man mittels der Relationen (22) und (23) pq in 
diejenigen Glieder von (24) als Faktor ein, wo p2 oder q2 
steht, so findet man, dass sich die Gleichung (24) nach 
Kürzen von pq auf
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(25) £+0«^ + ^- + ßß1Xl = 0

reduziert. Notwendig und hinreichend für die Überein
stimmung mit (19) ist:

Die Gleichungen (22) und (23) schreiben wir so:

(97) r/| (1 (l~^ + ß~) = P
u(l • «D ß(l + ßl) " q'

Die Gleichungen (26) in Verbindung mit der ersten (27) 
bestimmen dann die brauchbaren Achsen und ihren Zusam
menhang, während der gleichzeitig durch (27) festgelegte 

Wert von das charakteristische Doppelverhältnis der Kol- 

lineation liefert.
Aus (26) erhält man zunächst die früher gefundene Be

dingung

(28) ÄU2=:V4;

diese erweist sich also als notwendig nicht nur für die 
Existenz von Achsen vom Typus I, sondern auch vom 
Typus II. Ist die Bedingung erfüllt, so erhält man aus 
(26), wenn er einen beliebigen, aber festen Wert von 
J/Â1Â2 = |/â3â4 bedeutet:

Führt man ax und ß1 mittels (29) in (27) ein, so ergibt 
sich

2
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(30) " ■
Af CL -f- Åg Åg ß T Å4 (j

Hierdurch ist das gesuchte Formelsystem gefunden.
Die erste Gleichung (30) liefert die schon bekannte Be

dingung (7) dafür, dass eine Gerade (a, ß) als Achse brauch
bar ist; auch diese gilt also sowohl für Achsen vom Typus I 
als auch vom Typus II. Gleichzeitig erhält man den Wert 
des Doppelverhältnisses ausgedrückt durch die Å und die 
Parameter der einen Achse.

Aus (29) ergibt sich, in Übereinstimmung mit Seite 5—7, 
dass eine gewählte Achse (a, ß) mit zwei anderen zusam
mengehört, da er zwei Werte annehmen kann (gleich gross 
mit entgegengesetztem Vorzeichen). Aus (30) ersieht man 
dann, dass auch die zwei Doppelverhältnisse gleich gross 
mit entgegengesetztem Vorzeichen sind.

Weiter sieht man: Wenn (a, ß) und (ctj, ßß) ein Paar 
zusammengehöriger Achsen ist, so gehören je zwei Achsen 
zusammen, die unter (±a, ±ß) bzw. (±a4, ±&) so ge
wählt sind, dass eine gerade Anzahl von Minuszeichen vor
kommt. Den hierdurch gefundenen 8 Transformationen ent
sprechen insgesamt 2 Werte des charakteristischen Doppel
verhältnisses, die gleich gross mit entgegengesetztem Vor
zeichen sind; jeder Wert kommt viermal vor.

Übrigens hängt das charakteristische Doppel Verhältnis, 
wenn Åj Å2 und Å3 4= Å4 ist, von der Wahl der Achsen 
ab. Wir können fragen, wann es gleich —1 wird; dies tritt 
nach (30) ein, wenn

er( 1 —|— a2) -f- Å4 a2 -|- Å2= 0, tr(l + ß2) + Å3/92 -T Å4 — 0.

Dies lässt sich, immer unter der Voraussetzung Â1 4= Å2, 
Å3 4= Å4, auf
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(31) 

reduzieren. Wegen der zwei Werte von a ergeben sich 
hieraus 8 Achsen (a, ß). Durch Vergleich von (31) mit (29) 
sieht man, dass 

wird. Die 8 Achsen (31) gehören also paarweise zusam
men, und wir erhalten 4 involutorische Transformationen.1

Setzt man — = 1, so erhält man wieder die 8 Achsen
<1

(31), aber in der Form

(32) 

sodass

Hieraus kann man zunächst nichts schliessen; denn es war 
ja bei allen Rechnungen dieses Paragraphen vorausgesetzt, 
dass die Achsen verschieden waren. Doch wird man auf 
die Vermutung geführt, dass eine Gerade (a, ß), welche 
(32) befriedigt, Achse einer gescharten Kollineation mit 
konsekutiven Achsen ist, die auf der Fläche (8)—(9) liegen. 
Dass dies wirklich der Fall ist, kann man z.B. durch einen 
Grenzübergang einsehen. Es gibt somit 8 solche Transfor
mationen.

Wir betrachten nun besonders die Lage B. Es sei 

(33) Ä3 = Ä4, V2 =

1 Vgl. Rohn, S. 63.
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Hier ist er = ±^.3. Die brauchbaren Achsen werden aus der 
ersten Gleichung (30) erhalten und zerfallen in

(34) ß = ± z, a beliebig

und die früher in (15) angegebenen

(35) a — ± , 3 ß beliebig,
“ |/%-a3

Den Achsen (34) entsprechen für o- = Ä3 nach (29)
die Achsen

Hierdurch ist dargetan, dass die Tangenten an die 
Flächen (p und in ihren beiden Berührungspunk
ten paarweise als Achsen solcher gescharten Kol- 
lineationen zusammengehören, die 99 in über
führen.

Für er =— Ä3 erhält man dagegen

(36) ßi = ±i, = — y3-.
CI

Nach (34) und (36) sollten nun entsprechende Achsen 
Tangenten in demselben Berührungspunkt der Flächen 
sein, also einander schneiden. Dem entsprechen keine 
Transformationen der betrachteten Art.

Die Achsen (35) können auch 

(35 a) ß beliebig,

geschrieben werden. Ihnen entsprechen für o — z3 nach (29)
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und ausserdem ergibt (30), dass = 1 ist. Dem entsprechen 

keine eigentlichen gescharten Kollineationen. Dagegen stehen 
die Formeln (35a) und (37) in gewisser Verbindung damit, 
dass es 2 parabolische Homologien gibt, deren Homologie
ebenen mit den Kegelschnittsebenen zusammenfallen und 
die (p in überführen (man beachte nur, dass cp und 
mit zwei gleich grossen Kugeln projektiv äquivalent sind).

Für er = —Z3 erhält man dagegen

und (30) ergibt nun ~ = — 1. Hierdurch sind oe1 harmo

nische gescharte Kollineationen bestimmt, deren 
Achsen in je einer der Kegelschnittsebenen liegen.

Bei der Lage D gibt es niemals Lösungen, auch nicht 
solche, deren Achsen vom Typus II sind; denn die Be
dingung (28) zieht, wie schon früher erwähnt, das voll
ständige Zusammenfallen der Flächen nach sich.

§ 5. Die Schnittfigur der Flächen ist ein windschiefes 
Viereck.

Wir gehen nun dazu über, die bisher ausgeschlossene 
Lage G zu betrachten. Zunächst bemerken wir, dass die in 
§§ 3—-4 gegebenen Entwicklungen auch in diesem Fall 
anwendbar sind; nur geben sie nicht — jedenfalls nicht 
ohne weiteres — sämtliche Transformationen der betrach
teten Art, teils weil ein Übergang zu einem anderen gemein- 
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samen Polartetraeder als Koordinatentetraeder nene Trans
formationen liefert (im Gegensatz zum Verhalten bei der 
Lage B), teils weil es hier Achsenpaare gibt, die kein Paar 
gegenüberliegender Kanten eines solchen Tetraeders schnei
den.

Wir beginnen nichtsdestoweniger damit, die früheren 
Resultate auf die Lage C anzuwenden. Es sei — 23, 
X2 = ^4- Dann ist (6) erfüllt; (7) reduziert sich auf

(38) a = ±ß,

und die Fläche (8) zerfällt in die beiden Flächen zweiter 
Ordnung

(39) = ±æ2æ3-

Die Gleichungen (29) und (30) werden hier

(40)

und

(41)

««i = ßßi =

a ( 1 + a2)  p 
a2 + Â2 q

Die harmonischen Transformationen sind durch

in Verbindung mit ax = —a, ßx — —ß bestimmt. Ferner fin

det man für ■ - = 1

sowie ax = a, ßr = ß. Dies ergibt Transformationen, deren
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Achsen zwei konsekutive Erzeugende einer der Flächen (39) 
sind.

Um Achsen zu finden, die ein anderes Paar gegenüber
liegender Kanten des Koordinatentetraeders schneiden, ver
tauscht man am einfachsten die Indizes der 2. Die Annahme 
2j= z4, z2 = 23 ergibt etwas mit dem früheren ganz Analoges; 
es sei nun aber Z1 = 22, 23= z4. Hierdurch werden diejenigen 
Achsen bestimmt, die die beiden Polaren schneiden, welche 
gegenüberliegende Kanten in allen gemeinsamen Polar
tetraedern sind. Soll diese letzte Annahme mit (6) verträg
lich sein, so muss

(42) ^=-1,= -;4

sein. Ist dies erfüllt, so zerfällt (7) in

(43) a = ± z, ß beliebig

und

(44) a beliebig, ß = ±i.

Die entsprechenden Achsen sind die Tangentenbüschel 
in den 4 Berührungspunkten der Flächen. Ihre Zusammen
gehörigkeit erhält man aus (29) durch Einsetzen von 
c = ± 2X. Indem wir auf die Ausführungen für die Lage B 
auf Seite 22 bezugnehmen, sehen wir, dass entsprechende 
Achsen Tangenten in gegenüberliegenden Berüh
rungspunkten der Flächen sind. Die entsprechen
den gescharten Kollineationen sind harmonisch.

Ein elementares Beispiel, wo die mittels (43) und (44) 
bestimmten Kollineationen existieren, hat man in den beiden 
Hyperboloiden
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æ2_y2+z2= J _x2+{/2+z2= J

(.r, y, z, rechtwinklige Koordinaten).

Um nun einen vollständigen Überblick zu gewinnen und 
insbesondere alle Transformationen der gesuchten Art zu 
finden, wollen wir nach dieser Einleitung die Frage aufs 
neue angreifen, indem wir als Grundlage der Untersuchung 
nicht ein zufälliges der oc2 gemeinsamen Polartetraeder be
nutzen, sondern die Schnittkurve der Flächen, die ja in 
ein windschiefes Viereck ausgeartet ist. Die gemeinsamen 
Tangentialebenen der beiden Flächen werden von 4 Ebenen
büscheln gebildet, deren Achsen die Seiten des Vierecks 
sind. Notwendig und hinreichend dafür, dass eine Gerade 
die Flächen in denselben zwei Punkten schneidet und in 
zwei gemeinsamen Tangentialebenen liegt, ist, wie man 
leicht einsieht, dass die Gerade ein Paar gegenüberliegender 
Seiten des windschiefen Vierecks schneidet (ohne ganz auf 
einer der Flächen zu liegen). Also:

Bei der Lage C gibt es oc2 Achsen vom Typus I, 
nämlich alle Geraden, die ein Paar gegenüber
liegender Seilen im Schnittviereck der Flächen 
schneiden, ohne ganz auf einer der Flächen zu 
liegen. Sie bilden, wenn man von den genannten 
Ausnahmen absieht, zwei lineare Kongruenzen.

Hierzu kommen in gewissen Fällen, wie wir gesehen 
haben, 4 Geradenbüschel von Achsen vom Typus II.

Wir gehen nun zur Frage der Paarung der Achsen über. 
Das windschiefe Schnittviereck sei ABCD (Fig. 3); ferner 
sei a eine Achse vom Typus I, die AB und CD schneidet. 
Die Gerade a ist weder Erzeugende von noch von 
Die eine durch a gehende gemeinsame Tangentialebene ist
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durch a und AB festgelegt; ihre Berührungspunkte mit den 
Flächen liegen beide auf AB. Diese Gerade muss dann bei 
der Transformation invariant sein und demnach auch die 
andere Achse, b, schneiden. Also:

Eine Achse vom Typus I schneidet dieselben 
Seiten des windschiefen Schnittvierecks wie die
zugehörige Achse; diese 
ist demnach ebenfalls vom 
Typus I.

Die normale Lage zweier zu
sammengehörigen Achsen vom 
Typus I ist die in Fig. 3 an
gegebene. Speziell kann die 
Achse a durch C gehen, d. h. 
sie schneidet ausserdem BC;
dies muss dann auch bei b der Fall sein, d.h. b muss durch 
B gehen. Noch spezieller kann a in die Diagonale AC fallen; 
b fällt dann in BI).

Um den Zusammenhang der Achsen vom Typus 1 
durch eine analytische Behandlung näher festzustellen, 
wählen wir die Eckpunkte des windschiefen Vierecks als 
Grundpunkte des Koordinatensystems. Die Flächen cp und 
(pt können dann

(45) .x’i.Vg + x'2.v4 = 0

bzw.

(46) Â2x2x4 = 0

geschrieben werden. Wir suchen diejenigen Achsen, die 
xx= 0, x2= 0 und .r3 = 0, x^ — 0 schneiden. Ein Paar 
zusammengehöriger Achsen lässt sich dann wie früher 
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durch die Gleichungen (20) darstellen, und eine gescharte 
Kollineation mit diesen Achsen hat wieder das Aussehen 
(21). Führt man dies in (45) ein, so müssen zunächst die 
Glieder mit x4x4 und x',x'3 verschwinden, also:

f + ai^i) = Ç^(l+a/5),
I pa(l + ajft) = çax(l + aß).

Wir können hier voraussetzen, dass 1 + aß (und 1 + a1ß1) 
von 0 verschieden ist; denn sonst würde die entsprechende 
Gerade eine Erzeugende von (p sein. Demnach können 
die Gleichungen (47) auch in der Form

= ÈL = X1 + aiM
V ' a ß q(J+aß)

geschrieben werden.
Einsetzen von (20) in die linke Seite von (45) ergibt 

nun, wenn die Striche weggelassen werden:

(q a)(ff _ff) {æi æ3 [P2 (1 + «i ßt) —P<I («i ß + aßi + 2) + g2 ( 1 + aß)] +

+ x2x4 [//aß (1 + at —pq (aßl-^a1ß+ 2 aa4 ßßt) + q" at ßr (1 + aß)] } = 0.

Benutzen wir wie in § 4 die Gleichungen (48) auf passende 
Weise dazu, überall den Faktor pq statt p2 oder q2 einzu
führen, so finden wir, dass (45) durch die Transformation in

-1?3- + aß1x2x4 = 0 
ap1

übergeht. Soll dies mit (46) übereinstimmen, so muss

(49) Paßl =

sein.
Aus (48) und (49) lassen sich, wenn die Achse (a, ß) 
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gegeben ist, ax und ßY sowie das charakteristische Doppel

verhältnis — der Transformation bestimmen. Man erhält, 
q

wenn j/Ax/L2 = o gesetzt wird:

(50) atß = aßt = Î7
Ai

und

/m P = g(qff+i)
q ^aß + Ä.2 ’

wo er zwei verschiedene Werte haben kann, die gleich gross 
mit entgegengesetztem Vorzeichen sind. Aus diesen Formeln 
kann man durch Grenzübergang auch die Fälle erhalten, 
wo die Achsen durch einige der Ecken des windschiefen 
Vierecks gehen.

Wir bemerken insbesondere, dass die erste Gleichung 
(48) bedeutet, dass zwei zusammengehörige Achsen auf 
einer und derselben Fläche des Büschels

(52) = kx2x3

liegen.
Wollen wir wie früher insbesondere die harmonischen 

gescharten Kollineationen finden, die cp in <px überführen, 

so setzen wir in (51) — = —1. Nach Reduktion erhält man Q

Für zusammengehörige Achsen gilt dann ax = — a, ß! = -—ß-

Setzt man in (51) — = 1, so findet man auf dieselbe

Weise
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woraus = a, ßr — ß folgt. Dem entsprechen gescharte 
Kollinealionen mit konsekutiven Achsen, die auf einer der
Flächen (52) liegen. Einige von diesen sind schon auf 
Seite 24—25 gefunden worden.

Wir haben oben diejenigen Achsen betrachtet, welche 
das eine Paar gegenüberliegender Seiten des Schnittvier
ecks schneiden; die Achsen, die das andere Paar schnei
den, verhalten sich in derselben Weise. Über eventuelle 
Achsen vom Typus II ist nur zu bemerken, dass man leicht 
sieht, dass sie die Flächen in einem Paar von gegenüber
liegenden Eckpunkten des Schnittvierecks berühren müs
sen. Es kann dann keine anderen als die auf Seite 25 
erwähnten geben, und diese existieren, wie wir sahen, nur 
in speziellen Fällen.

§ 6. Flächen mit einer gemeinsamen Erzeugenden.
Als Beispiel einer Lage, wo die Flächen (p und kein 

gemeinsames Polartetraeder haben, wollen wir zuletzt kurz 
den Fall betrachten, wo die Schnittkurve in eine Gerade

und eine Raumkurve dritter Ord
nung ausartet, die einander in zwei 
getrennten Punkten schneiden.

Will man hier die Geraden- 
paare bestimmen, die gemeinsame 
Polaren der beiden Flächen sind, 
so zeigt es sich, dass es keine an
deren gibt als die gemeinsame Er
zeugende, die ihre eigene Polare 
in bezug auf beide Flächen ist. 
Nach § 1 müssen dann alle even
tuellen Achsen diese Erzeugende 
schneiden.
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Die gemeinsame Erzeugende sei p, ihre Schnittpunkte 
mit der Kurve dritter Ordnung A und B (Fig. 4). Wir wollen 
die Achsen vom Typus I bestimmen. Da eine solche Achse 
in zwei gemeinsamen Tangentialebenen liegen soll, kann 
sie p weder in A noch in B schneiden. Wir suchen die
jenigen Achsen, die p in einem beliebigen anderen Punkt P 
schneiden. Die durch P gehenden, von p verschiedenen 
Erzeugenden von ç? und mögen q bzw. q1 heissen; die 
Ebene qqi enthält p nicht. Eine durch P gehende, von p 
verschiedene Gerade, die in zwei gemeinsamen Tangential
ebenen liegen soll, muss der Ebene qq± angehören. Diese 
Ebene schneidet die Kurve dritter Ordnung in 3 Punkten, 
von denen der eine aid’ q, der zweite auf qx liegt; der dritte 
ergibt, mit P verbunden, eine brauchbare Achse, a. Also:

Es gibt in dem hier betrachteten Fall oc1 Achsen 
vom Typus I ; durch jeden von A und B verschiede
nen Punkt der gemeinsamen Erzeugenden geht 
eine.

Færdig fra Trykkeriet den 30. Juni 1937.
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In this paper the dissociation constant of the o-chloro- 
anilinium ion

K= (H+)(B)/(BH+), (1)

where (H*”), (B), and (Bn ) are the concentrations of 
hydrogen ions, o-chloro-aniline, and o-chloro-anilinium ions 
respectively, is measured by means of the glass electrode 
in the same way as the dissociation constant of the anilinium 
ion was determined in an earlier paper.1

Cells of the following composition were measured

0.01 m HC1, 0.01 m HC1,
3.5 m

0.09 m NaCl, glass solution kCl 0.09 m NaCl,
quinhydrone quinhydrone

The “solution” was either an o-chloro-aniline buffer (solu
tion 1), or a hydrochloric acid solution (solution 2). The 
analytical composition of solution 1 was: a molar o-chloro- 
anilinium chloride, b molar o-chloro-aniline, (s — a) molar 
sodium chloride, where a b. Throughout a series of mea
surements the total salt concentration s was constant while 
four different buffer concentrations were used : a b £2 0.025, 
and 3/4, 1/a, and of this concentration. Solution 2, which 
was measured every day, had the composition : 0.01026 m HC1, 
0.0900 m NaCl. The difference E volts between the e. m. f. 
measured for solutions 1 and 2 may be considered as the 
e. m. f. of the cell

1 Pedersen, Kgl. Danske Vid. Selsk., Math.-fys. Medd. 14 (1937) no. 9.
1*
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H2 I solution 1 I 3.5 m KC1 | solution 2 | H2.

In the paper mentioned above it was shown that, while it is 
in principle impossible to tind K for the actual buffer solutions 
without making an arbitrary assumption concerning the salt 
effect potential, we may by extrapolation tind K for sodium 
chloride solutions containing the buffer constituents in in
finite dilution. The values of K found in this way are in
dependent of both the diffusion and the salt effect potentials.

We use the same symbols as in the earlier paper, and, 
in addition, the following abbreviations

a = log ------dt+ ^Naci), (2)
/(NaCI),

and
ß = ^2 ^(NaCDi —’ log(H+)2-logrÛ_. (3)

/(NaCl),
We then have

— logÆ — a = -+/?-log —-. (4)

Throughout a series of measurements at constant salt con
centration ß is the same. It can be calculated by means 
of equation 3 from the known hydrogen ion concentration 
(H )2 and the data given in the first paper. We are not 
able to calculate «, but it disappears when solution 1 is 
pure sodium chloride solution. (H 1 )t and (—log/< — a) 
are found from equations 1 and 4 by successive approx
imation. the final step being the calculation of (H+)t for 
each of the buffer solutions from a, b, and the value of K 
for .s molar sodium chloride solution given by the expres
sions 5. (H 1 )j is introduced into equation 4, and—log K — a 
is calculated. From a series of values of—log/v— a corres
ponding to the same s but varying a we find by rectilineal- 
extrapolation — log/<—a when a = 0, that is, — log K for 



The Dissociation Constant of the Ortho-chloro-anilinium Ion. 5

an s molar sodium chloride solution. The extrapolation 
is carried out by the method of least squares. Each deter
mination is given a weight proportional to the concentration 
of the buffer constituents.

The buffer solutions were made from o-chloro-anilinium 
chloride and sodium hydroxide solution. The o-chloro-anili
nium chloride was prepared from 50 g. o-chloro-aniline 
(The British Drug Houses, Ltd.), which was dissolved in 
550 cc. boiling 10% hydrochloric acid. The salt obtained 
by cooling in ice was recrystallized from 10% hydrochloric 
acid, washed with water and alcohol, and dried over sul
phuric acid (yield 47 g., preparation 1). According to King 
and Orton1 the salt obtained in this way is free from the 
isomeric meta- and para-compounds, because these salts 
are much more soluble in water than the ortho-salt. 20 g. 
of the preparation was recrystallized from 65 cc. boiling 
water. The product (10.5 g.) is called preparation 2.

The two preparations were analyzed by titration with 
sodium hydroxide and by determination of the amount of 
bromine which they could take up. The latter analysis was 
carried out in the same way as was used for aniline in an 
earlier paper.2 One mole of o-chloro-anilinium chloride needs 
four equivalents of bromine. From the titration with sodium 
hydroxide the molecular weight 164.4 was found for both 
preparations; from the bromine titration 164.7 was found 
for preparation 1 and 164.1 for preparation 2. From the 
formula 164.0 is calculated.

The results of the electrometric measurements, which 
were carried out at the three temperatures 14.8°, 25.0°, and 
34.9°, are given in the table. Preparation 2 was used for

1 King and Orton, J. Chem. Soc. 99 (1911) 1381.
2 Pedersen, J. Amer. Chem. Soc. 56 (1934) 2615.
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Fig. 1. The dissociation constant of the o-chloro-anilinium ion in sodium 
chloride solutions.
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Table.

Electromotive force E volts of the cell

h2
a molar o-C1-C6H4-NH3C1 
b molar o-Cl-C6H4-NH2 
(s — a) molar NaCl

3.5m 0.01026 mHCl
KG1 0.0900 m NaCl

measured by means of the glass electrode.

103a 103Z> 103E 103fH+)i — log K — a

* 25.02 24.93 47.54 1.416 2.788
* 18.77 18.70 48.32 1.370 2.787

Temp. 14.8° * 12.51 12.46 50.35 1.290 2.796,s = 0.050 * 6.255
0

6.232
0

54.15 1.109 2.797
(2.801)

* 25.07 24.97 48.07 1.383 2.794
Temp. 14.8°
s = 0.100

* 18.80 18.73 49.03 1.339 2.797
* 12.53 12.48 50.96 1.261 2.805
* 6.267

0
6.242
0

54.58 1.087 2.804
(2.810)

25.00 25.00 49.49 1.310 2.824
Temp. 14.8° 18.75 18.75 50.61 1.270 2.830
s = 0.200 12.50 12.50 52.13 1.200 2.832

6.25
0

6.25
0

55.91 1.040 2.836
(2.841)

Temp. 14.8°
* 25.03 25.09 50.38 1.244 2.849
* 18.77 18.82 51.28 1.208 2.852

s = 0.300 * 12.51 12.54 52.66 1.144 2.853
* 6.258

0
6.273
0

56.40 0.997 2.858
(2.859)
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Table
(continued).

103a 103b 103E 103(H+)i — log Æ — «

25.03 24.90 41.19 1.941 2.634
24.98 25.01 41.37 1.931 2.635
18.77 18.67 42.52 1.859 2.638

Temp. 25.0°
18.73 18.75 43.0 1.850 2.644
12.52 12.45 44.67 1.720 2.640

s = 0.050 12.49 12.50 44.65 1.711 2.638
6.258 6.225 1 49.73 1.426 2.644
6.245
0

6.252
0

49.96 1.420 2.646
(2.648)

* 24.94 25.03 42.41 1.878 2.649
24.95 25.09 42.59 1.874 2.652

* 18.70 18.77 43.70 1.800 2.653
Temp. 25.0° 18.71 18.82 43.74 1.797 2.653
s — 0.100 • 12.47 12.52 45.7 1.668 2.654

12.47 12.54 45.71 1.666 2.653
6.238
0

6.272
0

50.64 1.387 2.657
(2.658)

25.07 25.05 43.38 1.790 2.675
25.21 24.86 43.28 1.810 2.678
18.80 18.78 44.56 1.719 2.677

Temp. 25.0° 
s = 0.200

18.91 18.65 44.47 1.737 2.681
12.53 12.52 46.62 1.598 2.681
12.60 1 12.43 46.43 1.615 2.682
6.268 6.263 51.29 1.338 2.682
6.303
0

6.215
0

51.45 1.350 2.689
(2.687)

-

26.24 25.00 43.27 1.775 2.704
Temp. 25.0° 19.68 18.75 44.24 1.707 2.703
s = 0.300 13.12 12.50 46.34 1.590 2.708

6.56
0

6.25
0

1 50.89 1.337 2.710
(2.711)
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Table
(continued).

103a 103b 103£ 103(H+)i — log K — cc

24.89 25.10 35.50 2.532 2.496

Temp. 34.9°
18.67 18.83 37.08 2.398 2.498
12.44 12.55 39.62 2.180 2.498

s = 0.050 6.222
0

6.275
0

45.8 1.746 2.503
(2.504)

25.04 24.91 36.27 2.493 2.509
Temp. 34.9° 
s = 0.100

18.78 18.68 37.76 2.364 2.510
12.52 12.46 40.50 2.151 2.514

* 6.242
0

6.258
0

46.7 1.718 2.518
(2.520)

25.07 24.92 37.42 2.364 2.537
18.80 18.69 38.82 2.246 2.538

Temp. 34.9° 12.54 12.46 41.43 2.052 2.541
s = 0.200 6.268

0
6.230
0

47.40 1.659 2.547
(2.547)

* 24.97 25.03 37.9 2.222 2.553
24.92 24.92 38.39 2.226 2.562

Temp. 34.9° * 18.73 18.77 39.34 2.118 2.556
s = 0.3q0 18.69 18.69 39.23 2.120 2.554

12.46 12.46 42.27 1.944 2.567
* 6.242 6.258 48.15 1.583 2.573

6.230
0

6.230
0

48.14 1.583 2.574
(2.575)
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most of the experiments. Only the measurements marked 
with an asterisk were carried out with preparation 1. The 
last two columns in the table contain (H ' \ and —log K — a,

Pig. 2. The dissociation constant of the o-chloro-anilinium ion. Circles, 
this paper. Squares, other determinations.

’ Brønsted and Duus, catalysis. 2 Brønsted and Duus, hydrogen electrode,
3 Brønsted and Behrnts-Jensen, hydrogen electrode. 4 Williams and 

Soper, partition between water and benzene.

1 3 Z. physik. Chem. 117 (1925) 299. 3 Private communication. 4 J. Chem. Soc. (1930) 2469. 

computed as described above. For each series of experiments 
the value of — log for pure sodium chloride solution, found 
by extrapolation of—logÆ — a is given in parenthesis. In 
Fig. 1 —log K for the sodium chloride solutions is plotted 
against the concentration s.
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The straight lines are those which are found by the me
thod of least squares to fit closest to the points. They 
correspond to the following expressions for the dissociation 
constant K of the o-chloro-anilinium ion in an s molar 
sodium chloride solution (s<0.3):

at 14.8° — log A = 2.788 +0.243 s
at 25.0° — logA = 2.634 +0.260 s (5)
at 34.9° — log K = 2.491 + 0.281 s .

By setting s = 0 we lind K°, the dissociation constant

at infinite dilution. If we plot —log A'0 against y, the reci

procal of the absolute temperature, we get the points indi
cated by circles in Fig. 2. They fall on a straight line of 
equation

103— logA°= 1.313 T - 1.772. (6)

From the slope we find the heat of dissociation of the 
o-chloro-anilinium ion at infinite dilution, —6007 cal./mole.

The dependence of K° on the temperature may also be 
expressed by the following equation which is more con
venient for interpolation than equation 6

— log A° = 2.634 — 0.0148 (7 — 25) + 0.00003 (7—25)2.

Here t is the temperature in degrees centigrade.
In Fig. 2 we have plotted both the determinations in 

this paper (circles) and those of other investigators (squares). 
The numbers refer to the list under the figure.

I wish to express my thanks to the head of the labo
ratory, Professor Niels Bjerrum, for his kind interest in 
my work.
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Summary.
The e. ni. f. of cells of the composition

o-chloro-aniline 3.5 m 0.01026 m HC1
buffer + NaCl KC1 0.0900 mNaCI

were measured by means of the glass electrode at 14.8°, 
25.0°, and 34.9°.

The dissociation constant of the o-chloro-anilinium ion 
at infinite dilution in 0—0.3 molar sodium chloride was 
calculated from the measurements (expressions 5).

From the variation with temperature the heat of disso
ciation of the o-chloro-aniliniuin ion at infinite dilution 
was calculated, and found to be —6007 cal. / mole.

Chemical Laboratory of the Royal Veterinary | gl
atit/ Agricultural College, Copenhagen.

Eærdig fra Trykkeriet den 12. Oktober 1937.
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1. Indledning.
e thermodynamiske Grundsætningers særlige Karakter

17 beror som bekendt paa deres Uafhængighed af specielle 
Antagelser om Stoffets Natur og deres direkte Udledning 
udfra et makroskopisk Erfaringsmateriale. Indholdet af 
Thermodynamiken er dog ikke simpelthen en Ophobning 
af Erfaringskendsgerninger. Hvis vi undersøger den historiske 
Udvikling, vil vi hos Grundlæggerne af Thermodynamiken 
finde dybt rodfæstet visse konstruktive Ideer, hvis Oprin
delse paa Grund af deres axiomatiske Karakter vanskeligt 
kan paapeges, men som danner det egentlige Udgangspunkt 
for Opbygningen af Thermodynamikens System.

Dette er saaledes i høj Grad betegnende for den første 
betydningsfulde thermodynamiske Indsats, der knytter sig 
til Navnet Carnot. I sit berømte Arbejde af 1824 \ der 
indeholder de væsentlige Træk af det, der senere betegnedes 
som Varmetheoriens 2den Hovedsætning, har Carnot ud
viklet Theorien for »Varmens bevægende Kraft« paa Grund
lag af fysisk-tekniske Erfaringer uden nogen Støtte i de 
existerende Forestillinger om Stoflets molekulære Struktur. 
Men denne Tilknytning til Iagttagelse og Erfaring er for
bundet med en ledende Grundtanke, der kunde udtrykkes som 
Ideen om Temperaturens Potentialkarakter. For Grundlæg
gerne af 1ste Hovedsætning R. J. Mayer og J. P. Joule, hvis

1 S. Carnot: Reflexions sur la puissance matrice du feu, 1824.
1*
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Arbejder indledes knap 20 Aar efter Carnot, er Forholdet af 
lignende Art. Begge er besjælede af Forestillingen om »Kræf
ternes Enhed« og deres gensidige Omdannelsesmuligheder. For 
begges Vedkommende fremtræder disse Ideer som aprioriske 
Sandheder, tilkendegivende en vis metafysisk Indstilling 
overfor Problemerne. Dette kan med ikke mindre Ret siges 
at være betegnende for Colding1, der har bidraget uafhængigt 
til Energiprincipets Udvikling. Om dem alle gælder dog 
uomtvisteligt, at de Forestillinger, der har dannet det ide
mæssige Udgangspunkt, ikke er hævdet som et fyldestgørende 
Bevismateriale, men har været forbundet med en klar For- 
staaelse af Nødvendigheden af en induktiv erfaringsmæssig 
Bevisførelse for de opstillede Postulater.

1 L. A. Colding: Undersøgelse om de almindelige Naturkræfter, Kgl. 
Danske Vidensk. Selsk. Skr. 2, 121 (1851.)

2 H. v. Helmholtz: Über die Erhaltung der Kraft, 33 (1847).

Fremtræder Thermodynamiken saaledes saavel i sin 
Grundlæggelse som i sin videre Udvikling som en Erfarings
videnskab, hvis Læresætninger deduceres udfra ganske faa 
empiriske Postulater eller Principer, saa synes det dog ved en 
nærmere Undersøgelse utvivlsomt, at Elementer af hypothetisk 
Natur i visse Henseender har præget Fortolkningen af det 
energetiske Erfaringsmateriale. Ved Opstillingen af den »meka
niske Varmetheoris« Varmebegreb og det deraf følgende Ækvi
valensprincip er det i højere Grad den kvantitative Sammen
hæng mellem Energiformerne, der har været Genstand for 
Problemopstillingen, end en gennemført kritisk Analyse af 
Energiomdannelsernes Gennemførlighed. Der har her, specielt 
hvad angaar Forholdet mellem Varme og mekanisk Arbejde, 
været Plads for hypothetisk Argumentation udfra molekular- 
theoretiske Forestillinger. Helmholtz udtaler med Henblik 
paa dette Problem2: »Ob bei der Erzeugung mechanischer 
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Kraft Wärme verschwindet, was ein notwendiges Postulat der 
Erhaltung der Kraft sein würde, ist noch niemals gefragt 
worden«. Maaske vilde det være rigtigere at sige, at Problemet 
til det paagældende Tidspunkt endnu aldrig havde været 
underkastet en maalbevidst Prøvelse. Men han giver ved den 
videre Drøftelse heraf sin Tilslutning til den Opfattelse, at 
Sammenhængen mellem Varme og Arbejde kan udledes ved 
Betragtning af Processer, ved hvilke »die ganze lebendige 
Kraft der hingetretenen Wärme wirklich in Arbeitskraft 
abgegeben wird«.

Denne Udtalelse af en af Energetikens ledende Skikkelser 
er overordentlig karakteristisk for Stillingen til Spørgsmaalet 
om Relationen mellem Varme og Arbejde. Den deri udtrykte 
Mulighed for en fuldstændig Afgivelse af Varmens »levende 
Kraft« i Form af tilgængelig »Arbejdskraft« er ikke blot 
knyttet til den fremspirende Ide om Kræfternes Enhed, 
men er en fast Ingrediens i den efterfølgende Tids Formule
ringer af et formentligt Erfaringsmateriale. Naar et System for
andrer sig under Arbejdsydelse og Varmeoptagelse, betragtes 
Varmens Funktion som bestaaende dels i en Temperatur
forøgelse, dels i Frembringelsen af et »indre Arbejde«, ogsaa 
betegnet som »latent Varme«, dels endelig i Frembringelsen 
af et ydre Arbejde, der i Kraft af den mekaniske Varme- 
theoris Naturopfattelse anses for at opstaa paa Bekostning 
af den kinetiske Molekularenergi, hvormed Varmen identifi
ceres. Det er aabenbart, at det ved denne Fortolkning erden 
ledende Ide om Varmens Natur og dens mekaniske Ækvi
valens og ikke den nøgterne Henholdelse til et praktisk Iagt
tagelsesmateriale, der er den afgørende Faktor.

Paa ganske anden Maade forankret i det teknisk-erfarings- 
mæssige optræder den mere specialiserede CARNOT’ske Ide. 
Det er klart, at denne før eller senere maatte kollidere med 
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Ækvivalensprincipet i dets oprindelige Form, da hvert af disse 
Principer gav sin Løsning af Problemet om Forholdet mellem 
Varme og Arbejde. Dette er først klart opfattet og udtrykt af 
William Thomson. I den traditionelle Thermodynamik til
skriver man R. Clausius Forligelsen af de stridende Anskuelser 
paa dette Omraade.

Om der ved den CuAusius’ske Løsning er opnaaet den 
endelige og modsigelsesfri Afgørelse af Varme-Arbejds-Pro- 
blemet, er et andet Spørgsmaal. Den omhandler jo i ethvert 
Tilfælde kun et enkelt af de Fænomener, der er omfattet 
af de ovenfor nævnte Forestillinger om Relationen mellem 
Varme og Arbejde. Det vil være af betydelig Interesse at 
betragte Problemet i sin Almindelighed fra den genetiske 
Sammenhængs Synspunkt ved en konsekvent Gennemførelse 
og Generalisering af den CARNOT’ske Ide. Dertil maa knytte 
sig en nærmere Analyse af Varmebegrebet fænomenologisk 
betragtet, uafhængig af Molekylkinetiken.

Ved behandlingen af denne Opgave, som er nærværende 
Afhandlings, vil det vise sig, at en skarpere Formulering af 
de energetiske Grundbegreber og Grundfænomener er i væsent
lig Grad paakrævet. Dette gælder ikke blot de Begreber og 
Fænomener, i hvilke Varmen eller i det hele taget de tlier- 
miske Parametre indgaar. Vi vil derfor betegne vor Opgave 
som henhørende under Energetiken i RANKiNE-OsTWALD’sk 
Betydning snarere end under Thermodynamikens mere 
begrænsede Omraade.

2. De energetiske Grundfænomener.
Det Begreb, der mest umiddelbart fremstiller sig som 

det grundlæggende i Energetiken, er Arbejdsbegrebet. 
Visse Fænomener som Løftningen af et Lod, Spændingen 
af en Fjeder etc. foregaar ikke spontant, men der maa,
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for at de skal kunne fremkaldes, tilvejebringes visse fysiske 
Betingelser for deres Realisation. Man siger, at der maa 
tilføres »Arbejde«. Det vil paa dette Sted være overflødigt 
at søge en dybere erkendelsestheoretisk Analyse af Arbejds
begrebet, idet det nødvendige for den foreliggende Opgave 
er dets praktisk akcepterede og utvetydige Betydning. Men 
der er Grund til at indlede vor Undersøgelse med Ud
pegelsen af de elementære Bestanddele, hvoraf Arbejdet og 
overhovedet det, vi betegner som »Energi«, kan sammen
sættes, og ved hvis Hjælp det alene er muligt at give en 
fyldestgørende Beskrivelse af de i Naturen foregaaende ener
getiske Forandringer.

Som allerede fremhævet af Maxwell1 for enkelte Energi
formers Vedkommende, lader disse energetiske Grund
begreber sig dele i to Hovedgrupper, der hver for sig om
fatter Led med sideordnede Egenskaber. Vi betegner med 
G. Helm2 de i disse Grupper indgaaende Grundbegreber 
som Kvantitets- og Intensitetsstørrelser. De først
nævnte, f. Ex. Masse, Rumfang, Elektricitetsmængde, Stof
mængde og Entropi, er, i Overensstemmelse med deres 
Betegnelse som Kvantiteter, udmærkede ved Delelighed, 
Summabilitet og Transportability. De til den anden Gruppe 
hørende, f. Ex. Gravitationspotential, Tryk, elektrisk Poten
tial, kemisk Potential og Temperatur, har et Potentials 
almindelige Egenskaber og er bestemmende for den mulige 
Indtræden af energetiske Forandringer. De parvis korre
sponderende Kvantitets- og Intensitetsstørrelser kan kom
bineres til Produkter, der har karakteristiske Fællesegen

1 C. Maxwell: Theory of Heat, 5th Ed., 194 (1877).
2 G. Helm." Die Lehre von der Energie, 56 (1887). Jfr. ogsaa: W. 

Ostwald: Studien zur Energetik, Z. f. physik. Chem. 9, 563 (1892), 10, 
363, (1892).
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skaber og sædvanligvis siges at fremstille »Energi«. Disse 
Produkter er ligesom de energetiske Kvantiteter kendetegnet 
af Delelighed og Summabilitet, men ikke af Transporta- 
bilitet i den almindelige Forstand, hvori denne Egenskab 
er til Stede for Kvantiteter.

Det er af afgørende Betydning for de energetiske Pro
blemers Behandling, at man ved Hjælp af de nævnte Energi
faktorer kan fastslaa de Elementer, hvori de energetiske 
Processer kan opløses. Kvantitetsfaktorerne kan i al Al
mindelighed hverken opstaa eller tilintetgøres. I Over
ensstemmelse hermed kan de simpleste energetiske For
andringer beskrives som Flytning af en Kvantitet af 
ovennævnte Art fra et Potential til et andet. En saadan 
Transport, der kendetegner og er en Bestanddel af enhver 
Art af energetisk Forandring, vil vi betegne som den ener
getiske Grundproces. Den kan bestaa f. Ex. i Flytning 
af et Rumfang fra et Tryk til et andet, af en Stofmængde 
fra et kemisk Potential til et andet eller en Entropimængde 
fra en Temperatur til en anden o. s. v. De Potentialer, hvor
imellem Kvantiteten bevæger sig, kan eventuelt være lige 
store, i hvilket Tilfælde Processen kunde betegnes som en 
neutral Grundproces, medens Kvantitetsforskydningen 
mellem indbyrdes forskellige Potentialer, naar det er paa
krævet for Tydelighedens Skyld, vil blive betegnet som en 
aktiv Grundproces. Den neutrale Grundproces frem
stiller et Grænsetilfælde af den aktive for uendelig lille 
Potentialdifferens, men der er for den førstnævntes Forløb 
iøvrigl ingen særlige Betingelser til Stede. For den sidst
nævntes Vedkommende gælder, at den ikke kan forløbe 
isoleret, d. v. s. der kendes ikke i Naturen Processer, der 
alene bestaar i Flytning af en enkelt Kvantitet mellem 
forskellige Potentialer. En saadan Flytning vil enten være 
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knyttet til en anden jævnsides dermed forløbende aktiv 
Grundproces, i hvilket Tilfælde der imellem dem er etableret 
en Kobling, der nødvendiggør Samtidighed i deres Forløb. 
Eller den vil, hvis en saadan Kobling mangler, være led
saget af en Frembringelse af Entropi. Ved den sidstnævnte 
Proces har vi at gøre med en Kvantitetsdannelse, der 
aabenbart afviger fra den ellers almengyldige Sætning om 
Kvantitetens Konstans. Man kan saaledes opstille to Grupper 
af indbyrdes forskelligartede aktive Grundprocesser, de 
koblede og de ukoblede. De første tilhører Systemer, der 
kan betegnes som værende i Ligevægt, idet der i Systemet 
som Helhed ikke er nogen »Tendens« til Stede til en For
andring af Tilstanden. De Processer, der forløber under 
disse Betingelser, er altsaa ikke retningsbestemte, de for
løber lige let i modsatte Retninger og betegnes almindeligt 
som reversible. Det er muligt at opfatte den paagældende 
Ligevægtstilstand som en afbalanceret Ligevægt, hvori de 
enkelte aktive Grundprocessers Tilbøjelighed til at forløbe 
ophæver hinanden. Herom giver dog en Betragtning af 
koblede Systemer ingensomhelst Oplysning. Spørgsmaalet 
om, hvorvidt en given Grundproces har Tendens til at for
løbe, kan kun afgøres ved Betragtning af ikke koblede 
Systemer. Heri vil de enkelte Grundprocesser forløbe uaf
hængigt af hinanden, og der vil da, som nævnt, tillige fore- 
gaa en Entropidannelse. Saadanne Processer, karakteriserede 
af Uligevægt og Entropidannelse, er retningsbestemte og be
tegnes som irreversible eller frivillige Processer.

Det simpleste Tilfælde af en irreversibel Grundproces 
fremstilles ved Flytning af en enkelt Kvantitetsart mellem 
to Potentialer. Denne Flytning kan siges at foregaa fra et 
højere til et lavere Potential, idet den relative Placering 
af to Potentialer, foretaget efter dette Princip, er entydig.
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Er Retningen den nævnte, kaldes Processen positiv, uaf
hængig af den Maade, hvorpaa den iøvrigt forløber. Er 
Retningen modsat, kaldes Processen negativ. Man har 
saaledes i Betragtningen af den irreversible Proces et Middel 
til Ordning af Potentialer af samme Art efter Størrelse og 
Bestemmelse af en aktiv Grundproces’s Fortegn. For den 
reversible Proces betyder dette, at visse Kvantitetsforskyd
ninger maa foregaa fra et højere til et lavere Potential, 
medens andre forløber i modsat Retning. Med andre Ord : 
den reversible Proces er, i Overensstemmelse med den Lige
vægtstilstand, der som nævnt hersker i koblede Systemer, 
sammensat af Grundprocesser af forskelligt Fortegn.

De Energifaktorer, som saaledes er anvendelige til Ka
rakterisering af de energetiske Processer, kan, som allerede 
antydet, tillige tjene til Formulering af Arbejdsbegrebet. 
Dette er paa det nøjeste knyttet til den energetiske Grund
proces. Medens Kvantitetens Bevægelse fra et Potential 
til et andet beskriver Processen, er den paagældende Po
tentialdifferens, multipliceret med den transporterede Kvan
titet, et Udtryk for Arbejdet. Ved den positive Proces, d. v. s. 
hvis Flytningen af Kvantiteten sker fra et højere til et 
lavere Potential, siges der i Systemet at foregaa et indre 
Arbejdstab, medens den negative Proces, d. v. s. Flytning 
i modsat Retning, er forbundet med en indre Arbejdsgevinst. 
Arbejdstabet har altsaa samme Fortegn som Grundprocessen. 
Er Px det Potential, hvorfra Kvantiteten dK flyttes, og P2 
det Potential, hvortil den føres, kan man for Arbejdstabet 
dA ved den paagældende Grundproces saaledes skrive:

dA = (Px-P2) dK. (1)

Man kan ogsaa sige, at Systemets »potentielle Energi« ved 
Grundprocessens Forløb er formindsket med denne Størrelse.
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Til hvert Par af korresponderende Energifaktorer svarer 
en Arbejdsart, hvis Størrelse udtrykkes ved Ligninger af Form 
som (1). For de Arbejdsarter, der almindeligt optræder i 
Energetiken, er disse Ligninger opført nedenfor, hvorved 
Betydningen af de for de indgaaende Kvantiteter og Poten
tialer anvendte Symboler umiddelbart vil fremgaa.

Gravitationsarbejde .... JA = ((Dt— <Z>2) (hn (2) 
Rumfangsarbejde  JA = — (pt — p2)Jv (3)
Elektrisk Arbejde  JA — — tp?) ôe (4)
Kemisk Arbejde  JA = — ̂ 2) Jn (5)
Thermisk Arbejde .... JA = (Tx — T3) JS (6)

Det negative Fortegn til Udtrykket for Rumfangsarbejdet 
betegner Trykket som identisk med Rumfangspotentialet 
efter Fortegnsforandring. Den positive Grundproces bestaar 
altsaa for Rumfangsarbejdet i en Kvantitetsforskydning 
fra det mindre til det større Tryk.

Hvis man deler et foreliggende energetisk System i to 
Afsnit, der paa ovennævnte Maade er koblede til hinanden, 
fremkommer to Del-Systemer, som vi vil kalde arbejds- 
kommunicerende Systemer. En særlig Simpelhed, der er 
af Betydning for energetiske Problemers formelle Behand
ling, fremkommer, hvis et af disse arbejdskommunicerende 
Systemer er saaledes afgrænset, at der deri kun kan forløbe 
en enkelt aktiv Grundproces, f. Ex. Forskydningen af et 
Lod, der har Adgang til at bevæge sig vinkelret paa Tyngde
kraftens Retning. Et saadant Del-System vil vi kalde et 
Arbejdsreservoir. Den positive Grundproces foregaar 
heri frivilligt og irreversibelt ved Løsning af den bestaaende 
Kobling, idet f. Ex. ved Sænkning af Loddet Masse flyttes 
fra et højere til et lavere Gravitationspotential. Ved rever
sibel Kobling vil Reservoiret herved »afgive« og Systemet 
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»modtage« Arbejde, medens der til Løftning af Loddet 
kræves Arbejde tilført Reservoiret. En saadan Anordning, 
der er et vigtigt energetisk Hjælpemiddel, tjener til Opsam
ling og Registrering af det Arbejde, der ydes af et vilkaarligt 
dertil koblet System, d. v. s. af det Arbejdstab, som fore- 
gaar deri ved Forløbet af de energetiske Grundprocesser.

Paa lignende Maade vil det være muligt at opsamle den 
irreversibelt frembragte Entropi i Entropireservoirer, 
d. v. s. afsluttede Omraader, hvori der ikke foregaar aktive 
Grundprocesser eller yderligere Kvantitetstilførsel. Det er 
i denne Sammenhæng væsentligt at bemærke, at den irre
versible Proces ikke er fuldstændig karakteriseret ved 
Beskrivelse af Grundprocessen og Paapegelse af Irreversi
biliteten, men til fuldstændig Karakterisation kræver en 
Lokalisering af den frembragte Entropi og Fastsættelse af 
den Temperatur, ved hvilken den bliver opsamlet. Afhæn
gende af dette Valg vil der aabenbart til en given irrever
sibel Grundproces svare forskellige Totalprocesser, et 
Forhold, der frembyder en væsentlig Distinktion i Beskri
velsen af de irreversible Forandringer i Naturen.

Paa tilsvarende Maade vil man i Energetiken anvende 
Reservoirer for andre Kvantitetsstørrelser end Entropien. 
Et Systems rumlige Omgivelser maa saaledes opfattes som 
et Rumfangsreservoir, hvormed Systemet kommunicerer, 
idet dets Rumfang ændres.

I visse Tilfælde vil Forløbet af den energetiske Grund
proces ikke medføre nogen Ændring i de indgaaende Poten
tialer. F. Ex. vil dette med stor Tilnærmelse være rigtigt 
ved Bevægelsen af el Lod i Forhold til Jordoverfladen. 
Almindeligvis vil Potentialdifferensen dog kun ved den 
differentiale Proces kunne sættes konstant. Ved inte
grale Processer, d. v. s. Processer af endelig Udstrækning, 
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vil Potentialerne som Regel forandre sig under Processens 
Forløb saavel for den Arbejdsarls Vedkommende, hvis 
Kvantitet transporteres, som ogsaa for andre i Systemet op
trædende Potentialer. Specielt er dette af Vigtighed for 
Systemer, i hvilke kemisk, thermisk og Rumfangsarbejde 
optræder. Der opstaar dog ikke derved Forhold, der prin
cipielt influerer paa Anvendelsen af den ovenfor givne 
Skematisering af de energetiske Grundfænomener.

Anvendelsen af Begrebet: »den energetiske Grundproces«, 
hvormed vi har betegnet en Flytning af Kvantitet mellem 
forskellige Potentialer, vil frembyde væsentlige Fordele ved 
Studiet af de energetiske Fænomener. Betydningen af denne 
Kvantitetsflytning for Arbejdsbegrebet er tidligere fremhævet 
af Meyerhoffer1. Hvor Synspunkter af lignende Art i 
øvrigt er fremkommet i Thermodynamiken, er det almin
deligt en Energioverføring, ikke en Kvantitetsoverfø
ring, der opstilles som den elementære Proces. Saaledes 
udtrykker Helm2 Energetikens Fundamentallov paa føl
gende Maade: »Jede Energieform hat das Bestreben von 
Stellen, in welchen sie in höherer Intensität vorhanden ist, 
zu Stellen von niederer Intensität überzugehen«. Hertil 
maa dog bemærkes, at naar en saadan Proces gennem
føres, vil der samtidig foregaa en Energiomdannelse, der 
hindrer Processen i at begrænses til en simpel Energi
transport. I Overensstemmelse hermed er Energi i Indled
ningen til dette Afsnit betegnet som utransportabel.

3. Kvantitetsvariable Systemer.
Den ovenstaaende Beskrivelse af den energetiske Proces 

er udtømmende i den Forstand, at det for Systemer i Hvile

1 W. Meyerhoffer, Z. f. physik. Chemie. 7, 544 (1891).
2 G. Helm: Die Lehre von der Energie, 62 (1887). 
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ikke er muligt at paapege energetiske Fænomener, (1er ikke 
er dækket af den givne Fremstilling. Det er derimod muligt 
at begrænse Betragtningen af Grundprocessen til en Del 
af de faktisk indtrædende Forandringer og derved at opnaa 
en Behandling af energetiske Problemer, der overfor visse 
Tilfælde i formel Henseende kan frembyde Fordele. Dette 
kan ske derved, at man spalter Forsøgssystemet i to Dele, 
der simplest hver for sig tænkes at være i indre Ligevægt, 
men som kan have indbyrdes forskellige Værdier for et eller 
flere Potentialer, saaledes at det samlede System kan være 
i Uligevægt. Den energetiske Funktion af et saadant System 
som Helhed betragtet kan kun bestaa i en Vandring af 
Kvantitet fra det ene Delsystem til det andet. For hvert af 
disses Vedkommende vil det, der foregaar, derimod bestaa 
i en Tilførsel eller Bortførsel af Kvantitet. Et System, der 
har en saadan Adgang til vilkaarlig Ændring af sit Kvantitets
indhold, vil vi betegne som et kvantitetsvariabelt eller 
aabent System i Modsætning til Totalsystemet, der er kvan
titetsafsluttet eller lukket. Det bemærkes udtrykkeligt, 
at et saadant lukket System meget vel kan være arbejds- 
kommunicerende.

Det er almindeligt i Thermodynamiken at betragte en 
Kvantitetsoptagelse som ensbetydende med Energiop
tagelse. Hvis Systemet optager Kvantiteten dK, og det 
tilsvarende Potential i Systemet er P, siges Energioptagelsen 
eller Forøgelsen i Energi i Systemet at være:

dE = PdK, (7)

medens den totale Energiforøgelse, naar flere Kvantiietsformer 
optages, er:

dE = (8)
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Dette harmonerer f. Ex. med den GiBBs’ske Energirelation1, 
men de anførte Ligninger kan i Virkeligheden kun betragtes 
som Definitioner af Energitilvæksten og er ikke Udtryk for 
iagttagelig eller verificerbar Realitet. Men det er klart, at 
man i Kraft af disse Ligninger og den dertil knyttede Kon
vention maa tillægge ethvert System et Indhold af saavel 
Energi som Kvantitet. Kvantitetstilførslen kan ikke identi
ficeres med Tilførsel af Arbejde eller potentiel Energi i nogen 
Form, idet der hertil kræves en Flytning af Kvantitet inden
for Systemets Grænser. Det vil derfor være naturligt at betegne 
den saaledes ved konstant Potential tilstedeværende eller ved 
Kvantitetsvariation tilførte Energi som ækvipotentiel.

Specielt maa det iagttages, at den fuldkomne Parallelisme, 
der hersker imellem Udtrykkene for de forskellige Arbejds
former, genfindes ved Betragtning af de her nævnte ener
getiske Forandringer i aabne Systemer. Dette er en simpel 
Følge af den identiske Dimensionering, der karakteriserer 
de i Ligningerne (1) og (7) for henholdsvis dA og dE ind- 
gaaende Produkter. Naar det er almindeligt i Thermodyna
miken at tillægge visse af disse Produkter en anden Karakter 
end andre, idet f. Ex. pdv identificeres med »Arbejde«, medens 
Produktet TdS identificeres med »Varme«, saa maa en 
saadan Terminologi derfor betegnes som værende uden nogen 
principiel Begrundelse. Da denne Uoverensstemmelse med 
den traditionelle thermodynamiske Opfattelse er af væsentlig 
Betydning for nærværende Fremstilling, vil det være for- 
maalstjenligt, at den underkastes en nøjere Betragtning.

Vi vil i dette Øjemed først undersøge en Forandring, 
ved hvilken Rumfanget er den ændrede Kvantitet. Naar 
det betragtede System af Trykket p undergaar en Rumfangs
forøgelse dv, siges det at udrette Arbejdet pdv, fordi der

W. Gibbs, Collected Works I, 63 (1928). 
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ved den paagældende Rumfangsforøgelse kan opnaas, at 
der i et Arbejdsreservoir — f. Ex. derved, at et Lod løftes 
— opsamles et Arbejde af netop denne Størrelse. Denne 
Arbejdsydelse i Reservoiret opnaas imidlertid ikke forud
sætningsløst. Der kræves dertil, at Rumfanget dv, der ved 
Processen opnaar Trykket p, tages fra et Vakuum. Men i 
saa Fald maa Systemet omfatte et saadant Vakuum. Pro
cessen antager imidlertid derved Karakteren af arbejdsydende 
Grundproces, idet den bestaar af en Forskydning af et Rum
fang mellem to Tryk indenfor et afsluttet, arbejdskommu- 
nicerende System. Da Rumfangsflytningen foregaar fra det 
mindre til det større Tryk, er der til en saadan Proces 
knyttet et Arbejdstab. Men det er naturligvis yderligere en 
Forudsætning for Arbejdspræstationen i Reservoiret, at Grund
processen forløber reversibelt.

Naar et Rumfangsarbejde pdv præsteres eller mod
tages af Systemet, sker det altsaa ved en heri forløbende 
veldefineret Grundproces. For Delsystemet alene er Arbejds
begrebet uden Mening. Det samme gælder om Reversibi
litetsbegrebet. Derimod vil Optagelsen af Rumfanget dv de
finitionsmæssigt medføre en Energioptagelse, der er — pdv, 
og som ifølge Sagens Natur i Overensstemmelse med vor 
Terminologi inaa betegnes som ækvipotentiel Energi.

Er ikke Rumfanget, men Entropien den ændrede Kvan
titet, vil man ganske analogt kunne betegne Optagelse af 
Entropimængden dS ved Temperaturen T af Systemet som 
ensbetydende med Optagelse af Energimængden TdS. At 
opfatte denne Optagelse som Arbejde er, trods den fuld
komne Analogi mellem Produkterne pdv og TdS, en Thermo
dynamiken fjerntliggende Tanke, ja man har ved Indførelsen 
af Benævnelsen »Varme« for Produktet TdS endog indskærpet 
dets Modsætningsforhold til Arbejdet. Tillige har den særlige 
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Betegnelse det Formaal i al Almindelighed al pointere en 
Særstilling for denne Energiart. Det er imidlertid klart, at 
Indførelsen af Betegnelsen »Varme« for den her optrædende 
ækvipotentielle thermiske Energi i sig selv ikke kan med
føre nogen som helst Særstilling for den mellem de ækvi
potentielle Energiformer, lige saa lidt som det thermiske 
Arbejde, der er udtrykt ved (6), indtager nogen Særstilling 
mellem de forskellige Arbejdsformer. Der er i denne Hen
seende en fuldstændig Parallelisme mellem Rumfangs- og 
thermisk Energi. Men Analogien mellem disse Energier viser 
sig end yderligere derved, at Entropioptagelsen — om man 
vil være konsekvent — kan identificeres med Arbejdsydelse 
paa samme tvivlsomme Maade, som dette almindeligvis 
sker for Rumfangsoptagelse. Hvis Entropien nemlig hentes 
paa reversibel Maade fra et Omraade, hvor T = 0, og som 
indbefattes i Systemet, er efter Formel (6) Arbejdet = TdS.

Hvad der her er udledet med Hensyn til Rumfangs- og 
thermisk Energi, har ganske almen Gyldighed. Et System 
vil ved Kvantitetsvariation optage eller afgive Energi i ækvi- 
potentiel Form, uden at denne Optagelse eller Afgivelse for 
nogen Energiforms Vedkommende kan vurderes som en 
Form for Arbejde. Men det er naturligvis muligt, at der 
jævnsides saadanne Forandringer i det aabne System, naar 
dette er eller bringes i en Uligevægtstilstand, foregaar koblede 
Grundprocesser, hvorved det i Kommunikation med et 
Arbejdsreservoir afgiver eller modtager Arbejde.

Da Arbejde, som paa denne Maade tilføres et System, 
ogsaa betegnes som Energioptagelse, ses dette Udtryk at 
dække over væsentlig forskelligartede Fænomener. Beteg
nelserne potentiel og ækvipotentiel Energi er indført i det 
foregaaende til Haandhævelse af den ganske nødvendige 
Distinktion mellem disse ulige Energibegreber.

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XV, 4. 2
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4. De energetiske Grundlove.

De i de foregaaende Afsnit omtalte energetiske Grund
begreber, Kvantitet og Potential, er i de fleste Tilfælde til
gængelige for direkte Maaling, og man kan, naar dette er 
muligt, umiddelbart bestemme det Arbejde, som er knyttet 
til den energetiske Grundproces, ved en Ligning som den 
ved (1) fremstillede. Dette Arbejdes Talværdi afhænger 
naturligvis af de Enheder, hvori de to Faktorer er udtrykt, 
og der er gennem Maalinger af disse kun Mulighed for en 
indbyrdes Sammenligning af Arbejder af samme Art. Men 
det har ved Undersøgelse af koblede Systemer vist sig, at 
visse positive Koefficienter, karakteristiske for de enkelte 
Grundprocesser og afhængige af de benyttede Enheder, kan 
bestemmes saaledes, at Relationen:

2'I(Pi-P2)<5K = 0, (9)

hvor Px og P2 er henholdsvis Begyndelses- og Slutnings
potentialet for den transporterede Kvantitet dK, og I er 
den ovennævnte positive Koefficient, har almen Gyldig
hed, uafhængigt af Fortegnsfordelingen, naar Summationen 
foretages over alle de i Forandringen deltagende Grund
processer.

De i (9) indgaaende Led udtrykker ifølge det foregaaende 
forskellige Former af Arbejdstab eller Formindskelse i po
tentiel Energi, for hvilke Fortegnet er det samme som For
tegnet for den tilhørende Grundproces. Ligning (9) kan der
for siges at udtrykke den Sætning, at Arbejdssummen eller 
Ændringen i potentiel Energi i en reversibel eller koblet 
Proces er Nul. Eller at der, naar der ved den reversible 
Proces foregaar et Arbejdstab ved positive Grundprocesser, 
i alle Tilfælde viser sig en lige saa stor Arbejdsgevinst ved 
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negative Grundprocesser. Denne Sætning, der er Energetikens 
vigtigste erfaringsmæssige Grundlov, vil vi betegne som Sæt
ningen om Arbejdsformernes numeriske og geneti
ske Ækvivalens, eller kortere som Arbejdsprincip et.

Det vil utvivlsomt kunne hævdes, at dette Princip er 
en logisk Følge af de reversible Processers og Ligevægts
tilstandes Existens, saaledes at Principets Gyldighed kan 
betragtes som ensbetydende med Paavisningen af disse 
Processers og Tilstandes Forekomst i Virkeligheden. Man 
benytter derfor ogsaa Arbejdsprincipets Konsekvenser, uden 
at Principet specielt fremhæves som Grundlag, ligesom der 
overhovedet ofte kan konstateres en vis Vilkaarlighed i 
Behandlingen af de Grundsætninger, der er af empirisk- 
axiomatisk Karakter.

Hvis Koblingen omfatter et Arbejdsreservoir, vil det 
heri vundne Arbejde, der er let tilgængeligt for Maaling, 
være identisk med det i Resten af Systemet foregaaende 
Arbejdstab. Er Processen i Arbejdsreservoiret positiv, vil 
Systemet modtage, er den negativ, vil det afgive eller udrette 
Arbejde. Tilstedeværelsen af den numeriske Ækvivalens 
kræver naturligvis stadig, at der for Arbejdskoefficienten I 
er indført den rigtige, med (9) overensstemmende Værdi, 
men der er naturligvis den specielle Mulighed til Stede, at 
man vælger Enhederne for P og K saaledes, at I i alle 
Tilfælde er 1. Man har da alment for Arbejdstabet:

<5 A - (Pt —P2)<JK, (10)

og kan i Stedet for Ligning (9) skrive:

<5A= ^(Pt-P^ÔK = 0. (11)

Hvis en Faktor i Arbejdsudtrykket (10) ikke kan maales 
direkte, vil Arbejdsprincipet, idet det postuleres gyldigt ogsaa 

2* 
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for dette Tilfælde, kunne anvendes til Bestemmelse af ved
kommende Faktor. Dette er Tilfældet for det kemiske Po
tentials Vedkommende. Ved etableret Kobling f. Ex. mellem 
en elektrisk og en kemisk Grundproces vil man saaledes 
kunne sætte:

G/h — ip2) de + (/li1 — <5n = 0 (12)

i Overensstemmelse med (11) og derved bestemme den 
kemiske Potentialforskel Paa Grundlag af Maalin-
ger af de 3 andre i Ligningen indgaaende Faktorer.

Det maa ved Bestemmelser af denne Art bemærkes, at 
energetiske Kvantiteter kan være indbyrdes uløseligt for
bundne, saaledes at Forløbet af een Grundproces automatisk 
vil medføre Forløbet af en anden. F. Ex. vil en Stofmængde 
altid indeholde saavel Masse som Entropi og en kemisk 
Grundproces fra dette Synspunkt derfor altid kunne siges 
at være ledsaget af en mekanisk og en thermisk. I hvilken 
Grad dette vil influere paa Grundprocessens Arbejde, vil 
fremgaa ved nærmere Analyse af den Definition, der er lagt 
til Grund for det paagældende Potential.

Det er i Virkeligheden kun for det kemiske Arbejde, at 
der er Tale om noget Definitionsvalg, da de almindeligt 
anvendte indgaaende Arbejdsarter i øvrigt er definerede i 
Tilknytning til en umiddelbar Maalingsanordning, mulig
gjort ved de tilsvarende energetiske Grundprocessers Uaf
hængighed af hinanden. Specielt maa det her nævnes 
m. H. t. Bestemmelsen af det thermiske Arbejde, at en En
tropimængde öS er maalt simpelthen ved den Temperatur
stigning dT, der viser sig i et givet Standardkalorimeter 
ved Tilføjelse hertil af JS. Naar en Stofmængde flyttes fra 
el kemisk Potential til et andet, maa Spørgsmaalet om Be
tydningen af den samtidig transporterede Entropi og det 
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samtidig transporterede Rumfang ved existerende Tempera
tur- og Trykdifferens derimod tages i Betragtning.

Vi vil til Undersøgelse af dette Forhold betragte det 
Arbejde, som kan vindes i et Arbejdsreservoir ved den rever
sible kemiske Grundproces, d. v. s. ved den reversible Over
føring af en Stofmængde fra en Tilstand I til en anden 
Tilstand II, idel det samlede System I + 11 iøvrigt naturlig
vis er kvantitetsafsluttet. Vi kan for Simpelheds Skyld an
tage, at de to Tilstande fremstilles af et rent Stof, og vil 
tillige til Systemet medregne et omgivende Vakuum.

Lad Tilstanden I og II være givet henholdsvis ved: 

Pi» Tx, /t1, et, st, vx 
P2 » T2, ^2, e2, s2, v2,

hvor Kvantitetsstørrelserne refererer sig til Stofenheden. Til 
den reversible Overføring vil vi tillige benytte en Mellem
tilstand III givet ved:

P3 » ^2> ^3’ e3’ si> V3•

Overføringen kan da ske ved følgende Operationer:

1. Udtagelse af Stofenheden fra System I.
2. Adiabatisk Tilstandsændring I-> III.
3. Isotherm Tilstandsændring III-> II.
4. Indførelse af Stofenheden i System II,

idet den til Proces 3 nødvendige Entropi tages fra System II. 
De vundne Arbejder herved vil da være henholdsvis:

1. pxvt
2. e1 —e3
3. e3 —e2 + T2(s2 sx)
4. — p2v2,

altsaa ialt:
A = et — e2 + PiVx — p2v2 + T2 (s2 —st),
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eller, idet // = e — Ts + pv:

A = pt T,2)s1. (13)

Det er let at se, at Arbejdet, saaledes bestemt, vil være 
uafhængigt af Vejen, ad hvilken Overføringen foregaar. 
F. Ex. kunde man som Mellemtilstand III anvende :

P3 » Tt, (u3, e3, s2, v3,

hvorved Proces 2 blev isotherm og Proces 3 adiabatisk. 
I Stedet for Arbejdet 2 tik man nu: et -ej+T^-s,) 
og i Stedet for Arbejdet 3: e3 — e2. Ialt altsaa:

A — Pi ■ P2 + (T J T2) s2.

Da Entropien s2 — st, som tilføres under den isotherme 
Proces, imidlertid maa tages reversibelt fra Tilstand II, hvis 
Totalprocessen skal være uforandret ved de to betragtede 
Overføringsmethoder, kommer hertil yderligere Overførings
arbejdet for denne Entropimængde fra T2 til Tp nemlig:

A" = (T2-T,) (s2-s,).

Heraf følger da umiddelbart Arbejdets Uafhængighed af 
Vejen, idet, som man let ser:

A = A'+A".

Naar det erindres, at den Proces, ved hvilken et Arbejde, 
givet ved (13), vindes i et Arbejdsreservoir, kan fuldstændig 
beskrives som en Stoftransport fra I til II, og tillige at 
denne Stoftransport omfatter Transport af den i Formel 
(13) indgaaende Entropimængde st, og at alene denne En
tropimængde er blevet transporteret, idet Entropimængden 
s2— st, som System II afgav under den isotherme Delproces, 
jo genindførtes i dette System sammen med Stoffets Ind
førelse, saa ses Formel (13) at give et instruktivt og an



Om Relationen mellem Varme og Arbejde. 23

skueligt Udtryk for Arbejdsgevinsten ved automatisk for
bundne Grundprocesser: I Overensstemmelse med at Stof
overføringen er uløseligt forbunden med Entropioverføring, 
vil Arbejdet ved Transporten være Summen af et kemisk 
og et thermisk Arbejde, idet begge disse Arbejder fremstilles 
ved de samme Grundligninger som de, der er opstillede 
for de simple Grundprocesser. Kompenseres Entropiover
føringen st ved en Overføring af samme Mængde fri En
tropi fra II til I, kan man sige, at ingen Entropitransport 
har fundet Sted, og Arbejdet er da det rent kemiske — ^2.

Det er let at se, at disse Resultater er almene, altsaa 
gyldige ogsaa for de Tilfælde, hvor de kemiske Systemer, 
der anvendes, er mere sammensatte end de ovenfor be
tragtede.

Ligning (13) giver tillige meget direkte en anden Op
lysning af Interesse. Entropimængden i el Stof er i den 
sædvanlige Thermodynamik gjort afhængig af en konven
tional Standardtilstand, og st vil derfor variere med Valget 
af denne Tilstand. Det samme maa da ogsaa være Tilfældet 
med — ^2’ hvis Ti * Ta. Begrebet den kemiske Potential
forskel er altsaa, saaledes som del naturligvis ogsaa kan 
indses ved Betragtning af elementære thermodynamiske

Formler, f. Ex.: = — S, ubestemt for Systemer af for

skellig Temperatur. Dette er dog uden Betydning for An
vendelsen af vore Grundligninger, da den kemiske Over
føring under disse Forhold, d. v. s. naar Temperaturen er 
forskellig i de to Systemer, ikke kan gennemføres isoleret, 
men maa ledsages af den aktive thermiske Grundproces, 
hvis ligeledes ubestemte Arbejdsværdi ved Tilføjelse til det 
kemiske Arbejde giver den definerede Sum, der optræder 
i (13).
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Saafremt man paa Grundlag af Thermodynamikens 3die 
Hovedsætning fixerer Entropiindholdet i de transporterede 
Stoffer, vil naturligvis ogsaa den kemiske Potentialforskel 

iai — ^2 være alment fixeret.
Beregningen af Overføringsarbejdet for et Stof, der trans

porteres reversibelt fra et System til et andet, er her fore
taget efter den klassiske Methode, som man kunde betegne 
som den Carnot-van’t HoFF’ske Methode. Ved denne over
holdes og dokumenteres Processens Reversibilitet ved Fast
læggelse af den detaljerede Mekanisme. Det herved opnaa- 
ede Udtryk (13) er forsaavidt utilfredsstillende, som den 
fuldkomne Symmetri, der karakteriserer de forskellige Energi- 
og Arbejdsstørrelser, slet ikke fremtræder heri, idet Ligningen 
foruden et kemisk Led vel indeholder et thermisk, der hid
rører fra Entropitransport, men intet mekanisk Led, be
tegnende for en Rumfangstransport. Grunden hertil er den 
simple, at der ingen Nettotransport af Rumfang er fore- 
gaaet i denne Overføringsproces, saaledes at selve Processen 
er karakteriseret af Usymmetri. Den Rumfangstransport, 
som følger af Forskellen i Rumfang for de to Tilstande af 
den transporterede Stofmængde, er nemlig kompenseret af 
en modsat rettet Transport af frit Rumfang. Muligheden 
herfor er naturligvis betinget af Tilgængeligheden for di
rekte Udmaaling af Rumfang, knyttet til Stof, i Modsætning 
til Entropi, knyttet til Stof. Del er da nærmest praktiske, 
ikke principielle Forskelle mellem Kvantitetsstørrelserne, 
der er Aarsagen til Usymmetrien i Formel (13).

Opstilling af en Arbejdsformel, der tilfredsstiller det 
nævnte Symmetrikrav, sker rationelt paa Grundlag af de i 
Afsnit 3 opstillede Synspunkter, hvorefter Kvantitets-Poten- 
tial-Produkterne PdK uafhængigt af deres Art alment frem
stiller Energimængder, ikke Arbejdsmængder. Det vil tillige 
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herved være muligt at gennemføre Overføringsprocessen 
uden Betragtning af den detaljerede Mekanisme, som man 
hidtil har benyttet sig af i den kemiske Thermodynamik. 
Som Grundlag for Arbejdsberegningen vil vi simpelthen 
betjene os af den Sætning, at en hvilkensomhelst Grund
proces ogsaa i et kvantitetsafsluttet System ved Kobling 
til et Arbejdsreservoir kan gennemføres reversibelt.

Udfra dette Synspunkt kan da Beregning af Overførings
arbejdet fra System I til System II foregaa paa følgende 
Maade:

1. Afgrænsning af Stofenheden indenfor System I.
2. Reversibel Ændring af den afgrænsede Stofenhed fra 

Tilstand I til Tilstand II, idet den hertil udkrævede 
Entropi og det hertil udkrævede Rumfang tages fra 
System II.

3. Afgrænsning af System II, saaledes at det kommer til 
at omfatte den saaledes ændrede Stofenhed.

Energiændringen i Totalsystemet ved disse Operationer 
faas ved Summation af de enkelte, i Systemerne I og II 
optrædende Energiændringer. Disse er følgende:

1. System I afgiver Energien et.
2. System II afgiver Entropien s2— sx og derfor Ener

gien T2(s2 — st). Endvidere afgiver System II Rum
fanget v2 — vt og vinder derved Energien p2 (v2 — vt).

3. System II vinder Energien e2.

For det totale Energitab, som i det afsluttede System 
er identisk med Arbejdstabet i Systemet og det vundne 
ydre Arbejde, faas altsaa:

A = ei —e2 + T2(s2—Si) —p2(v2 —Vi)
eller :

A = /*i —^2+(Ti—T2)Si —(pi —p2)vi. (14)
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Formel (14), der saaledes er udledet uden Betragtning 
af den specielle Omdannelsesmekanisme, tilfredsstiller den 
nødvendige Symmetribetingelse, idet de tre Kvantiteter, som 
deltager i Processen, figurerer i Formlen. Som det fremgaar 
af Udledningen, fremstiller den Arbejdet ved Overføring af 
Stofenheden fra System I til System II, idet samtidig den 
deri indeholdte Entropi og del dertil knyttede Rumfang 
transporteres. Formlen, der let kan generaliseres ved Til
føjelse af analoge Led, saafremt der Lil Stofvandringen er 
knyttet andre Kvantiteter, viser alment, at de for de frie 
Kvantiteter anvendte Arbejdsudtryk bibeholder deres Gyl
dighed, naar Kvantiteten er knyttet til Stof.

Unddrages en af de til Stoffet knyttede Kvantiteter fra 
Overføring ved kompenserende Transport af den frie Kvan
titet i modsat Retning, forsvinder det paagældende Led af 
Formel (14). Dette er, som nævnt, en let gennemførlig Sag 
for Rumfangets Vedkommende, hvorved (14) reduceres 
til (13).

Har vi at gøre med ikke-koblede eller ufuldstændigt 
koblede Systemer, vil Arbejdsprincipet, udtrykt ved (11), 
ikke mere være gyldigt, idet de energetiske Grundprocesser 
forløber irreversibelt og er ledsaget af Entropidannelse. Hvis 
vi antager, at Entropien dannes i et iøvrigt afsluttet og i 
Ligevægt værende Omraade af ensartet Temperatur — hvad 
vi i det foregaaende har betegnet som Entropireservoir 
— vil Entropidannelsen dS være identisk med Frembrin
gelsen af Energimængden dQ, givet ved Relationen:

dQ = TdS, (15)

hvor T er Reservoirets Temperatur. En Energiform af denne 
Art betegnes som nævnt som Varme. Ligning (15) vil iøvrigt 
have definitionsmæssig Gyldighed, uafhængigt af Arten af 
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det entropioptagende System og af Oprindelsen af den deri 
opstaaede Entropimængde. Den vil saaledes ogsaa være gyldig 
for Entropitilvæksten, der hidrører fra irreversible Processer 
i Systemet.

Medens det for de øvrige Kvantitetsstørrelser gælder 
alment, at de kun kan tilføres et System ved Flytning der
til fra et andet Omraade, hvori de i Forvejen er til Stede, 
er det altsaa ejendommeligt for Entropien at kunne frem
bringes i et System af deri foregaaende energetiske Grund
processer ved disses ukoblede Forløb. Paa tilsvarende Maade 
adskiller Varmen sig fra andre ækvipotentielle Energiformer. 
Det maa nøje iagttages, at denne Forskel paa Varme og 
andre ækvipotentielle Energiformer alene fremtræder ved 
de ukoblede Processer og fuldstændig udslettes i hele det 
Afsnit af Energetiken, der omhandler de reversible Tilstands
forandringer.

Undersøgelsen af de kvantitative Relationer indenfor de 
irreversible Grundprocessers Omraade ved Mayer, Joule 
og Colding har ført til Loven om Varmens mekaniske 
Ækvivalens. Som en almindelig og exakt Formulering 
af denne Lov kan udtales, at den til et vist Arbejds- 
t a b svarende Varmemængde er uafhængig s a a v e 1 af 
Arten af den paagældende Grundproces som af 
den Temperatur, ved hvilken den paagældende En
tropi dannes. Forslaaelsen af Indholdet af denne Sæt
ning, der danner en væsentlig Del af det, der i Thermo
dynamiken betegnes som »Energiprincipet« eller »1ste Hoved
sætning«, kræver dog en nærmere Betragtning af de prin
cipielle Synspunkter, der ligger til Grund for Varmemængdens 
kvantitative Bestemmelse, og Behandlingen af dette Spørgs- 
maal skal derfor forbeholdes et senere Kapitel.

Med Hensyn til de energetiske Grundlove for aabne 
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Systemer er det indlysende, at almene Love af samme ind
holdsmæssige Kvalitet som f. Ex. Arbejdsprincipet paa Grund 
af disse Systemers uafsluttede Karakter ikke vil kunne for
muleres. Der vil her kun være Mulighed for den mere formelle 
Behandling, saaledes som kendt fra Læren om de thermo- 
dynamiske Funktioner.

Er et lukket System opbygget af to aabne Delsystemer, 
mellem hvilke Kvantitetstransporten i en energetisk Grund
proces foregaar, og er Begyndelses- og Slutningspotentialet 
for den positive Kvantitet JK henholdsvis Pt og P2, vil det 
Delsystem, der afgiver Kvantiteten, efter den ovennævnte 
ved Ligning (7) udtrykte Opfattelse miste Energimængden:

— dEi = —PidKt = I\JK,

medens det Delsystem, der modtager Kvantiteten, modtager 
Energimængden:

dE2 = P2dK2 = P2JK.

Ialt er den af Systemet som Helhed afgivne Energimængde, 
hidrørende fra Grundprocessens Forløb:

— dE = —dEx —dE2 = (Pj —P2) JK, (16) 

hvilket ifølge (10) er identisk med det ved den betragtede 
Grundproces tabte Arbejde. Er Systemet koblet til et Ar- 
bejdsreservoir, vil det heri opsamlede Arbejde JA være lige 
saa stort. Vi kan altsaa skrive:

— dE = JA.

Den opstillede Formel for Energitilvæksten i et aabent 
System fører altsaa til kvantitativ Ækvivalens mellem Energi
tab og Arbejdstab eller lidt anderledes udtrykt: mellem 
Ændringerne i potentiel og ækvipotentiel Energi i et lukket 
System. Definitionerne af Arbejde og ækvipotentiel Energi 
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er altsaa, hvor en saadan Sammenligning er mulig, i ind
byrdes Overensstemmelse. Vi har i Virkeligheden benyttet 
os heraf ved Betragtningerne over den tvungne Kobling 
tidligere i dette Afsnit.

5. Varmebegrebet.
Begrebet »Varme« og »Varmemængde« optræder i den 

klassiske Thermodynamik uden nogen egentlig eller fyldest
gørende Definition. Saalænge det kun drejer sig om Maaling 
af Varmemængde ved en given Temperatur, f. Ex. af den 
af et givet Standardkalorimeter optagne Varmemængde, vil 
Bestemmelsen ikke indeholde noget principielt Problem, 
idet Temperaturstigningen i Kalorimeteret, naar den gøres 
tilstrækkelig lille, vil kunne betragtes som et Maal for denne 
Varmemængde. De særlig simple Forhold, der er knyttet 
til Maalingen af Varmemængde ved konstant Temperatur, 
beror paa, at Varmeoverføringen mellem to Varmereservoirer 
af samme Temperatur er ensbetydende med en Entropi
overføring, altsaa med den Proces, der ovenfor er blevet 
betegnet som en neutral Grundproces og derfor har den 
elementære Karakter, som i al Almindelighed er et Kende
mærke for de energetiske Grundprocesser.

Hvis derimod Varmeoverføring finder Sted ved »Ledning« 
mellem to Kalorimetre med forskellig Temperatur, kan det 
Spørgsmaal tænkes at opstaa, hvorvidt den af det ene Ka
lorimeter afgivne Varmemængde er lig den af det andet 
optagne. Dette Spørgsmaal har dog naturligvis kun en Mening 
og kan kun underkastes en experimentel Prøvelse, naar 
Varmemængden er defineret uafhængig af Temperaturen. 
Den klassiske Thermodynamiks Behandling af Problemet 
bestaar imidlertid deri, at de to Varmemængder, den afgivne 
og den optagne, simpelthen »sættes« eller »antages at være« 
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lige store. Saaledes hedder det hos Maxwell1 efter Beskri
velse af Varmeledningsprocessen : »Heat, then, is something, 
which may be transferred from one body to another, so 
as to diminish the quantity of heat in the first and increase 
that in the second by the same amount«. Og Planck2 skriver: 
»Man . . . nimmt als Masz der von einem Körper bei seiner 
Abkühlung abgegebenen Wärmemenge diejenige Tempe
raturerhöhung, welche ein mit dem sich abkühlenden Körper 
in Berührung gebrachter Normalkörper (Wasser) erfährt, . . . 
Zugleich setzt man dabei die von dem Körper abgegebene 
Wärmemenge gleich der von dem Normalkörper aufge
nommenen Wärmemenge.«

Denne Antagelse kunde synes at harmonere med Op
fattelsen af Varmen som en transportabel Størrelse i 
Lighed med de energetiske Kvantiteter. Det er dog allerede 
i 1ste Afsnit udtalt, at en saadan Transportabilitet ikke 
foreligger for de med Energidimensioner udstyrede Produkter 
af Kvantitet og Potential. Specielt for det foreliggende Til
fælde kan det bemærkes, at Varmeledningsprocessen i alle 
Tilfælde er en irreversibel Proces og som saadan knyttet 
til en Entropi- og ifølge (15) derfor ogsaa til en Varme- 
frembringelse. Der optræder altsaa ved denne Proces andre 
Varmefænomener end Ledningsfænomenet, og den simple 
Opfattelse af Varmen som en transportabel Kvantitet kan 
derfor ikke opretholdes.

Det er utvivlsomt, at dette særlige Fænomen i den klas
siske Thermodynamik ikke er blevet betragtet under den 
rette Synsvinkel, og at den derved skabte Opfattelse af 
Varmen har været en Hindring for klar Forstaaclse af væsent
lige Fænomener i Thermodynamiken.

1 C. Maxwell: Theory of Heat, 5th Ed. 6 (1877).
2 M. Planck: Thermodynamik, 8te Aufl. 31 (1927).
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En tilfredsstillende Tydning af Begrebet Varmemængde 
saavel som af Varmeledningsfænomenet faas paa Grundlag 
af den i Afsnit 2 opstillede og ved Ligning (15) formulerede 
Definition af Varmen som en æk vipotentiel Energiform, 
udtrykt ved Produktet af Entropi og Temperatur. 
Herefter er Varmemængden paa entydig Maade defineret 
som en Funktion af Entropien, idet Optagelsen af Entropi
mængden dS i et Kalorimeter vil være ensbetydende med 
Optagelsen af Varmemængden TdS, naar T er Kalorimeterets 
Temperatur. Ved denne Formulering er Varmen, saaledes 
som det er blevet betonet, sideordnet de andre ækvipotentielle 
Energiformer.

Det er ligeledes blevet understreget, at den potentielle 
thermiske Energi eller det thermiske Arbejde er ganske 
sideordnet andre potentielle Energi- eller Arbejdsformer. 
Naar der overhovedet kan foretages en principiel Adskillelse 
mellem thermisk Energi og andre Energiformer, er delte 
alene muligt paa Grundlag af de ved den irreversible Lednings
proces og andre irreversible Processer iagttagne Fænomener.

Efter det ovenstaaende vil den Mængde Varme, der bort
ledes fra et Varmereservoir I af Temperaturen Tp i Over
ensstemmelse med (15) være:

öQi = — T1dS1,

hvor — dSx er den tabte Entropimængde, medens:

ôQ2 = T2dS2 

med analoge Betegnelser fremstiller den af et Varmereservoir 
II optagne Varmemængde. Sker den thermiske Proces ved 
Ledning fra I til II, viser Erfaringen, at:

-T^Si = T2dS2.

Forholdet mellem de numeriske Værdier af de to Entropi
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mængder dSt og dS2, hvis Bestemmelse er nødvendig til 
Beviset for denne Identitet, faas — i Overensstemmelse med 
det i Afsnit 4 m. H. t. saadanne Maalinger angivne — som 
Forholdet mellem de Temperaturændringer dTt og dT2, 
der viser sig i et Standardkalorimeter, naar dette ved rever
sibel tliermisk Kommunikation med Reservoirerne I og II 
modtager eller afgiver Entropimængder, der frembringer 
Temperatureffekter i disse Reservoirer, som er identiske 
med de ved den irreversible Ledning frembragte. Ved Maa
linger af denne Art er i Virkeligheden William Thomson’s 
absolute Temperaturskala (KELViN-Skalaen), hvorefter T i 
ovenstaaende Ligninger og i Grundligningen (6) bestemmes, 
bl even fastlagt.

Definitionen af Varmen som Produktet af Temperatur 
og Entropi leverer altsaa umiddelbart en Basis for den ex
perimentelle Paavisning af den irreversible Varmetranspor- 
tabilitet. Til Forstaaelse af Varmeledningens egentlige Natur, 
betragtet fra et energetisk Synspunkt, maa man først gøre 
sig klart, at den energetiske Grundproces, der her som ved 
enhver anden energetisk Forandring maa være en Bestanddel 
af det faktisk foregaaende, er en positiv Entropivandring, 
d. v. s. en Vandring af Entropi fra en højere til en lavere 
Temperatur. Er den transporterede Entropimængde JS, vil 
Omraadet I af højere Temperatur Tt miste Varmemængden 
T^'S, medens Omraadet II af lavere Temperatur T2 vinder 
Varmemængden T2dS. Disse Varmemængder er aabenbart 
ulige store. Hertil kommer imidlertid ved Entropipassagen 
et Arbejdstab, som efter vor Grundanskuelse er(Tt— T2)ô S. 
Da dette paa Grund af Grundprocessens Irreversibilitet, naar 
Ledningsprocessen er tilendebragt, fremtræder som Varme i 
Omraadet II, finder man altsaa her en Varmetilvækst, som er:

T2ô'S + (Tt — T2) dS = T^S, (17) 
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d. v. s. en Størrelse, som er identisk med den fra Omraadet 
I med Temperatur Tx bortledede Varme.

Varmeledningsprocessen er altsaa af mere sammensat 
Natur end Kvantitetstransporten, den energetiske Grund
proces. Om sidstnævnte gælder det, at den kan gennemføres 
paa to Maader, enten reversibelt eller irreversibelt, idet den 
i sidste Tilfælde er ledsaget af en Varmedannelse. Om 
del Fænomen, der kaldes en Varmetransport, gælder det 
derimod, at det i sig omfatter en irreversibel Varmedan
nelse, og at det derfor aldrig vil kunne ledes reversibelt saale- 
des som Grundprocessen eller gøres til en Bestanddel af en re
versibel Proces i et lukket System. Varmetransporten er et 
Exempel paa, hvad ovenfor er kaldt den irreversible Total
proces. Vi kan derfor heller ikke samstemme med Helm’s 
Udtalelse1, at »nur die Wärme kann von höherer zu nie
derer Intensität übergehen ohne dasz .... überhaupt Um
formung eintritt«.

Denne Betragtning er af væsentlig Betydning for Varme
transportens Karakterisation, den bringer umiddelbart Løs
ningen af det William THOMSON’ske Problem om Varme- 
ledningsprocessens Arbejdsækvivalens, et Spørgsmaal, som 
er berørt allerede i Indledningen og er nærmere omtalt 
i Begyndelsen af Afsnit 6. Dette Spørgsmaal, hvorom E. Mach 
udtaler, at det »auch heute (d. v. s. i 1899) keine unberech
tigte ist«2, vil nærmere blive behandlet i Afsnit 7, der om
handler Varmekraftinaskinen og Clausius’s Princip.

At Varmen rent fænomenologisk kan betragtes som irrever
sibelt transportabel medfører efter den ovenstaaende For
tolkning nødvendigvis Rigtigheden af Relationen:

dQ = (Tj-T^dS, (18)

1 G. Helm: Die Lehre von der Energie, 63 (1887).
2 E. Mach: Die Principien der Wärmelehre, 4te Aufl. 271 (1923).

Vidensk. Selsk. Math.fys. Medd. XV,4. 3 
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som benyttedes i denne Fortolkning. Da denne Ligning 
fremstiller et specielt Tilfælde af den almindelige for ir
reversible Processer antagne Betingelse:

<>Q = (P,-P2)iK. (19)

som, da Produktet paa højre Side udtrykker et Arbejde, 
er den klassiske Thermodynamiks Energiprincip, anvendt 
paa irreversible Processer, er det aabenbart, at den klas
siske »Antagelse« om Ligestorhed af de ved Ledning afgivne 
og modtagne Varmemængder i Virkeligheden implicite inde
holder en Forudsætning om Energiprincipets Korrekthed. 
Delte fører os direkte ind i vort Hovedproblem om Rela
tionen mellem Varme og Arbejde.

6. Relationen mellem Varme og Arbejde.

Studiet af den irreversible Varmefrembringelse ved me
kaniske og elektriske Processer har ført til det Mayer- 
JouLE’ske Energiprincip. Det kan, som allerede nævnt, med 
den i nærværende Afhandling benyttede Terminologi ud
trykkes ved den Sætning, at Mængden af Varme, dannet 
ved forskelligartede irreversibelt forløbende Grundprocesser, 
er proportional med Arbejdstabet og uafhængig af den om
handlede Grundproces’s særlige Art. Det maa dog straks 
bemærkes, at Anvendelsesomraadet for dette Princip i den 
sædvanlige Thermodynamik i Overensstemmelse med dets 
historiske Grundlag er det mekaniske og elektriske, og at 
specielt de kemiske og thermiske Grundprocessers Behand
ling i Almindelighed sker uden en direkte Indførelse af Energi- 
principel i den her anvendte Form. Den klassiske Thermody
namik beskæftiger sig ikke med Varmedannelsen ved den 
thermiske Grundproces, og hvad angaar Thermokemiens » Var- 
metoning«, saa har denne, som det allerede fremgaar af dens 
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ubestemte Fortegn, en ganske anden Betydning end den 
her omtalte, irreversible MAYER-JouLE’ske Varmefrembrin- 
gelse. Denne forskelligartede Behandlingsmaade, som har 
medført en vis uheldigt virkende Usystematik, har, som vi 
senere skal se, sin let paaviselige Aarsag.

Den ved den mekaniske og elektriske Grundproces frem
bragte Varme kan let vilkaarligt lokaliseres og opsamles i 
Reservoirer af forskellig Temperatur. Af Principets alminde
lige Gyldighed for Varmedannelse i et Standardkalorimeter 
ved konstant Temperatur følger, paa Grundlag af Betragt
ningerne i forrige Kapitel, at den dannede Varmemængde 
ogsaa ved varierende Temperatur vil være den samme. 
Principet er derfor ogsaa ensbetydende med, at den ved 
en given irreversibel Grundproces dannede Entropimængde 
er omvendt proportional med den Temperatur, hvorved 
den dannes.

Sammenhængen mellem Entropi og Varme viser, at En
tropidannelsen ved den irreversible Proces altid er ensbe
tydende med en Varmedannelse og omvendt. Der kunde 
tænkes at opstaa det Spørgsmaal, hvilken af disse Størrelser 
der er den bedst egnede som Maal for Irreversibiliteten af 
en Grundproces. I Varmens Favør som Repræsentant for 
Irreversibiliteten kunde henvises til, at den dannede Varme
mængde er lige saa stor som Arbejdstabet = (I3! — P2)dK. 
Herved maa dog følgende Forhold tages i Betragtning: Hvis 
en vis Arbejdsmængde omdannes til Varme, saaledes at 
ved en vis Forsøgsanordning Varmen dannes i et Reservoir I 
af den højere Temperatur Tt, medens den ved en anden 
Forsøgsanordning dannes i Reservoiret II ved Temperaturen 
T2, hvorved :

<5Qi = <?Q2 = TjdSi = T2dS2, 
saa vil det, skønt de to Processer begge er fuldstændig 

3
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irreversible, idet alt Arbejde tabes under Varmefrembrin- 
gelsen, dog kunne synes rationelt at definere den 2den 
Proces som »mere irreversibel« end den 1ste, idet det nem
lig er muligt, naar den 1ste Proces er forløbet, at lede den 
dannede Entropimængde ô'S = dS, reversibelt til Reservoir 
II under Dannelse af Arbejdet (Tt — T2)dS1. Det totale 
Arbejdstab bliver i saa Fald:

TtdSt —(Tt —T2) dSt = T2dSt,

allsaa i Forholdet T2/T1 mindre end Arbejdstabet T2dS2 
ved den direkte Varmedannelse i Reservoir II.

Udfra dette Synspunkt vilde det være naturligt at anse 
den dannede Entropimængde for et Maal for Irreversibiliteten, 
saaledes at en Varmedannelse ved meget høj Temperatur, sva
rende til meget ringe Entropidannelse, blev betragtet som kun 
i ringe Grad irreversibel. Hvis to faste Legemer gnider mod 
hinanden, saaledes at Temperaturen paa deres Berørings
punkter stiger meget stærkt, vilde man kunne sige, at Irre
versibiliteten af Gnidningsprocessen i mindre Grad var be
stemt af Tilintetgørelsen af det mekaniske Arbejde end af 
den irreversible Udbredelse af Entropien til de tilgrænsende 
Dele af de gnidende Legemer med lavere Temperatur. 
Ganske analogt gælder f. Ex. for Entropidannelse i en elek
trisk Glødetraad eller paa Berøringsfladen ved heterogene 
kemiske Reaktioner. Saadanne Betragtninger savner dog 
tilstrækkelig Præcision og omhandler mere Spørgsmaal af 
praktisk og terminologisk Betydning. Til det egentlige Prin- 
cipspørgsmaal vil der senere blive vendt tilbage.

Angaaende det ovenfor berørte Spørgsmaal om Behand
lingen af den kemiske Grundproces udfra Energiprincipets 
Synspunkt kan det udtales, at saafremt vi postulerer dette 
Princips Rigtighed ogsaa for kemiske Processer, vil Varme
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udviklingen ved den irreversible kemiske Proces være givet 
ved :

dQ = (ag- agP’h,

hvor du er den Stofmængde, der overføres irreversibelt eller 
ukoblet fra Potentialet til Potentialet //.2. I Almindelighed 
vil dog denne Varmedannelse ikke udtrykkes paa simpel 
Maade ved en i det kemisk reagerende System optrædende 
Temperaturstigning, idet enhver kemisk Forandring, hvad 
enten den bestaar i en aktiv eller en neutral Grundproces, 
vil være ledsaget af Temperaturfænomener, der er uafhæn
gige af den irreversible Varmeproduktion. F. Ex. vil den 
neutrale Grundproces, der bestaar i en Stofvandring fra 
Vædske til Damp eller omvendt, naar disse Faser er i ind
byrdes Ligevægt, fremkalde en Temperaturændring, der efter 
Processens Retning er henholdsvis negativ eller positiv, 
saaledes at man, hvis Temperaturen under Fordampning 
og Kondensation skal holdes konstant maa henholdsvis til
føre eller fjerne Entropi. Disse Faseforandringer siges at 
forløbe henholdsvis under »Varmeabsorption» og »Varme
udvikling«. Men allerede det negative Fortegn, der saa
ledes kan vise sig for Varmeproduktionen, godtgør, som 
nævnt, at disse thermiske Fænomener er af ganske anden 
Oprindelse end den Varme, der hidtil har figureret i vore 
Betragtninger over den irreversible Grundproces. Skal Stør
relsen af denne Varmedannelse ved den kemiske Grund
proces’s irreversible Forløb konstateres, maa den paagæl
dende Reaktion først bringes til reversibelt Forløb, idet del 
kemiske Arbejdstab herved bestemmes ved Kobling f. Ex. 
med et mekanisk eller elektrisk Arbejdsreservoir. Ved det 
ukoblede Forløb, hvor Arbejdsgevinst af anden Art ikke 
bliver opnaaet som Ækvivalent for det tabte kemiske Ar
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bejde, faas da en irreversibel Varmedannelse, hvis Størrelse 
er identisk med Arbejdstabets.

Medens man for den mekaniske Grundproces og lige
ledes med stor Tilnærmelse for den elektriske kan maale 
den irreversible Varmedannelse som den Varme, der fra 
det reagerende System maa bortføres — og f. Ex. overføres 
til et Varmereservoir — for at disse Grundprocesser skal 
forløbe isothermt, saa finder man i Henhold til oven- 
staaende for den kemiske Grundproces, at den paa tilsva
rende Maade bestemte Varmemængde almindeligvis er ganske 
forskellig fra den kemisk dannede Varme. Aarsagen er den 
aaben bare, at der ved kemiske Grundprocesser, der for
løber i selve det stoflige Systemindre, sker Forandringer i 
de energetiske Potentialer, specielt Temperaturen, saaledes 
at Temperaturændringen ikke længere kan afgive et Maal 
for den Varmefrembringelse, der er en Følge af Grundpro
cessens Irreversibilitet. Dette Forhold er af saa dominerende 
Indflydelse paa de kemiske Processers energetiske Behand
ling, al den irreversible Varmedannelse, der fremtræder som 
det elementære og anskuelige Vidnesbyrd om Arbejdstabet 
ved mekaniske og elektriske Processer, slet ikke optræder 
som et selvstændigt Fænomen indenfor den kemiske Ther- 
modynamiks Omraade. En Proces, bestaaende f. Ex. i Op
løsning af Kaliumnitrat i Vand, betragtes utvivlsomt som 
en entropidannende Proces, men den Varmedannelse, som 
dog Entropidannelsen er ensbetydende med, forsvinder i 
den traditionelle Behandling ganske under Skjul af el andet 
og forskelligartet tliermisk Fænomen, der betegnes som en 
Opløsningsprocessen ledsagende »Varmeabsorption«.

Det er en utilstrækkelig Adskillelse imellem disse to 
forskelligartede Varmefænomer, der har ligget til Grund 
f. Ex. for den urigtige therm okemiske Beregningsmaade for
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den elektromotoriske Kraft af galvaniske Elementer udfra 
den William THOMSON’ske Regel eller for Berthelot’s 
»principe du travail maximum«. Der vil derfor være god 
Grund til at skelne de to Varmefænomer fra hinanden ved 
særlige Betegnelser, f. Ex. den energetiske Varmeud
vikling i Modsætning til den thermometriske Varme
ton i n g.

Naar Fejltagelser som de nævnte har kunnet opstaa 
indenfor den kemiske Thermodynamik, er Aarsagen i sidste 
Instans det lidligere berørte Forhold, at det kemiske Po
tential ikke paa samme Maade som andre energetiske Po
tentialer, f. Ex. Temperatur og Tryk, kan gøres til Genstand 
for direkte Maaling. For den t her miske Energis Ved
kommende har Vanskeligheden for en adækvat Behandling 
rent praktisk været bestemt af Entropiens Bevægelighed, 
d.v. s. Materiens diaterinane Karakter, medens den fra el 
principielt Synspunkt har bestaaet i den Tilsløring af Varme
transportens egentlige Natur, som Identiteten af den trans
porterede og den irreversibelt frembragte Kvantitet har 
været Aarsagen til.

En Analyse af FSnergiprincipet omfatter imidlertid ikke 
alene Omdannelsen af Arbejde til Varme, det Fænomen, 
som vi hidtil har betragtet i dette Afsnit, men i ikke mindre 
Grad de existerende Synspunkter med Hensyn til den mod
satte Proces, Varmens Omdannelse til Arbejde. Muligheden 
for en saadan Omdannelse betragtes i Almindelighed som 
henhørende under »Tliermodynamikens 2den Hovedsæt
ning«, medens Lovene for Arbejdets Omdannelse til Varme 
betragtes som henhørende under Energiprincipet eller »1ste 
Hovedsætning«. Vi vil senere undersøge Hensigtsmæssig
heden af dette Inddelingsprincip og i det hele af de energe
tiske Fænomeners Skematisering og Rubricering. Hvad det 
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foreløbig her drejer sig om, er en Undersøgelse af de An
skuelser, der i Tidernes Løb har udviklet sig paa dette 
Omraade, og en kritisk Vurdering af den Opfattelse af 
»Varmens bevægende Kraft«, som nu — og i Virkeligheden 
forlængst — har rodfæstet sig som det endelige Udtryk 
for denne Udvikling.

At en Proces, der udelukkende bestaar i en Omdannelse 
af Varme til Arbejde, ikke er mulig, er en Erfaringssætning, 
der kan betegnes som alment akcepteret. Planck 1 stiller 
saaledes følgende Sætning i Spidsen for sit Bevis for 2den 
Hovedsætning : »Es ist unmöglich, eine periodisch funk
tionierende Maschine zu konstruieren, die weiter nichts be
wirkt als Hebung einer Last und Abkühlung eines Wärme
reservoirs«. Paa lignende Maade er denne Grundsætning 
formuleret af Grundlæggerne af Thermodynamiken, Clausius 
og William Thomson, for sidstnævntes Vedkommende ved 
Opstilling af Postulatet om Umuligheden af, hvad der senere 
af Ostwald betegnedes som et »Perpetuum mobile af 2den 
Art«, d.v.s. en Maskine, der præsterer Arbejde paa Bekost
ning af Varme, uden at denne Proces er ledsaget af andre 
i Naturen foregaaende Forandringer2. Rigtigheden heraf er 
almindelig anerkendt indenfor Thermodynamiken.

Til Karakterisering af dette Postulat er der Grund til 
med Eftertryk at pege paa den faktiske Dobbelthed i Po
stulatets Indhold, idet dette baade formelt og reelt gaar ud 
ikke alene paa Umuligheden af en vis Konstruktion, men 
ogsaa paa Gennemførligheden af en anden. I Realiteten er 
der Tale om to Postulater, et 1ste Varmepostulat, der 
udtaler, at Varme ikke ukompenseret kan gaa over til Ar-

1 M. Planck: Thermodynamik, 8te Auf]. 87 (1927).
2 William Thomson: On the Dynamic Theory of Heat, Edinb. Trans. 

20, 261 (1851).
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bejde, og et 2det Varmepostulat, der udtaler, at en 
saadan Omdannelse er mulig, saafremt den forbindes med 
visse »kompenserende« Forandringer. Det er i særlig Grad 
nødvendigt at understrege denne Dobbelthed i Varmepostu- 
latet, som i Almindelighed i den traditionelle Fremstilling 
af Thermodynamiken ikke fremtræder tilstrækkelig klart 
formuleret.

Skal der opnaas en Kontrol m. H. t. det Bevismateriale, 
der føres i Marken for det, vi ovenfor har betegnet som 
2del Varmepostulat, er det til Fjernelse af enhver Usikker
hed nødvendigt klart at fixere de experimentelle Betingelser, 
paa Basis af hvilke der kan drages Konklusioner vedrø
rende det nævnte Postulat. Da det drejer sig om Tilintet
gørelse af Varme, Frembringelse af Arbejde samt »Kon- 
pensationer«, hvis Art indtil videre er ubestemt, vil der til 
et Forsøg, der tilsigter den omtalte Varmeomdannelse, kræves 
dels et Varmereservoir, hvorfra Varmen hentes, og som 
alene er ansvarligt for den for Forsøget nødvendige Varme- 
kommunikation, dels et Arbejdsreservoir, hvori Arbejdet 
opsamles, samt endelig et Reaktionssystem, hvori de til Om
dannelsen knyttede kompenserende Forandringer finder 
Sted, og som er saaledes afgrænset, at alle Forandringer, 
der har Relation til Varmeomdannelsen, foregaar indenfor 
dets Rammer. Vi bemærker, at der ved denne Afgrænsning 
af Reaktionssystemet er foreskrevet dette Kommunikation 
med Varmereservoiret gennem saadanne Dele af Systemet, 
som har Varmereservoirets Temperatur, da i modsat Fald 
Overgang af Entropi fra Varmereservoiret til Systemet vilde 
medføre en udenfor Systemet foregaaende Forandring, hvil
ket vilde være i Modstrid med den for dette fastlagte Af
grænsning.

Undersøgelser over 2det Varmepostulat vil altid kunne 
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foretages og vil altid være henvist til at foretages i en tre
leddet Forsøgsanordning som den ovenfor beskrevne. De 
enkelte Tilfælde adskilles kun fra hinanden ved Arten 
af de »kompenserende« Ledsagefænomener, der foregaar 
indenfor Reaktionssystemet. Disse kan enten være af ther- 
misk Art, i hvilket Tilfælde vi har at gøre med »Varme- 
kraftmaskinen«s Problem, hvis Løsning ved Clausius har 
ført til Opstillingen af Thermodynamikens 2den Hoved
sætning. Vi vil reservere Behandlingen af dette Punkt for 
et særligt Kapitel. Eller de kompenserende Ledsagefæno
mener kan være af ikke-thermisk Art.

I alle Tilfælde vil det være klart, at en Frembringelse 
af Arbejde paa Bekostning af Varme, altsaa af en Form for 
ækvipotentiel Energi, vil være i Strid med de grundlæggende 
Synspunkter for nærværende Afhandling, idet en saadan 
Omdannelse ikke vil kunne linde nogen Plads i det System 
af Processer, der er opstillet i 1ste Afsnit som energetiske 
Muligheder. Det vil derfor være Opgaven for den efterfølgende 
Fremstilling at paavise det Fejlsyn i den klassiske Behand
ling af disse Problemer, der har ført til Anerkendelse af 
Varmens Omdannelse til Arbejde som et tilladeligt Natur
fænomen.

Al man ved en arbejdsvdende Foranstaltning, der for
løber under Varmeoptagelse, konstaterer, at Varme »for
svinder« og saaledes, efter Energiprincipet, fremtræder i 
Form af en ækvivalent Arbejdsmængde, er en saa alment 
udbredt og formuleret Opfattelse, at en detaljeret Behandling 
af Emnet vil føre for vidt. Men det vil være naturligt at 
gennemføre denne Paavisning ved Betragtning af Planck’s 
Behandling af den isotherme Gasexpansion, idet vi her har 
at gøre med en særlig autoritativ Fremstilling af en Proces, 
der opfattes som et overbevisende Exempel paa Varmens
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Omdannelse til Arbejde. Om denne Proces skriver Planck 
følgende1 :

»So findet man auch heute noch manchmal den zweiten 
Hauptsatz dahin charakterisiert, dasz die Verwandlung von 
Arbeit in Wärme vollständig, die von Wärme in Arbeit 
dagegen nur unvollständig stattfinden könne, in der Weise, 
dasz jedesmal, wenn ein Quantum Wärme in Arbeit verwandelt 
wird, zugleich notwendigerweise ein anderes Quantum Wär
me eine entsprechende, als Kompensation dienende Ver
wandlung, z. B. Übergang von höherer in tiefere Tempe
ratur, durchmachen müsse. Dieser Ausspruch ist in gewissen 
ganz speziellen Fällen richtig; ganz allgemein genommen 
trifft er aber durchaus nicht das Wesen der Sache, wie der 
Deutlichkeit halber an einem einfachen Beispiel gezeigt werden 
soll. Eine der allerwichtigsten mit der Entdeckung des Ener
gieprinzips verknüpften Errungenschaften für die Wärme
theorie ist der in der Gleichung (19) (§ 70) ausgesprochene 
Satz, dasz die gesamte innere Energie eines idealen Gases 
lediglich von der Temperatur abhängt und nicht vom Volu
men. Läszt man nun ein ideales Gas sich unter Arbeits
leistung ausdehnen, und verhindert man die Abkühlung des 
Gases durch gleichzeitige Zuleitung von Wärme aus einem 
Wärmebehälter von höherer Temperatur, so behält das Gas 
mit seiner Temperatur zugleich auch seine Energie unver
ändert bei, und man kann sagen, dasz durch den Prozesz 
die vom Reservoir abgegebene Wärme voll ständig in Arbeit 
verwandelt worden ist, ohne dasz sonst irgendwo ein Energie
umsatz stattgefunden hat. Gegen diesen Ausspruch läszt sich 
nicht das mindeste Tatsächliche einwenden«.

Som det fremgaar af dette Citat, er det Formaalet at 
vise, at der til en Overgang af Varme til Arbejde ikke

M. Planck: Thermodynamik, 8te Aufl. 80 (1927). 
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nødvendigvis er knyttet en kompenserende Transport af en 
anden Varmemængde fra højere til lavere Temperatur, saaledes 
som Tilfældet er i Varmekraftmaskinen, men at den til 
Disposition værende Varme meget vel fuldstændig kan 
nyttiggøres som Arbejde. At i Stedet for en Varmetransport 
her Gasexpansionen optræder som »Kompensation« for den 
foregaaende Varmetransformation, omtales, som det oven- 
staaende Citat viser, ikke, men man maa dog forudsætte, 
at dette er Planck’s Opfattelse, da Arbejdet i modsat Fald 
vilde være opstaaet ukompenseret, hvilket er i Strid med 
det alment anerkendte 1ste Varmepostulat. I den ovenfor 
omtalte 3-leddede Transformationsanordning udgøres Reak
tionssystemet altsaa i dette Tilfælde af et Rumfang, hvori 
en ideal Luftart ved Hjælp af et bevægeligt Stempel er 
adskilt fra et Vakuum. Ved dette Reaktionssystems Funktion 
vil Varmemængden Q forsvinde fra Varmereservoiret og 
Arbejdsmængden A dannes i Arbejdsreservoiret, og man vil 
ved Maaling af disse to Størrelser finde, at Q = A.

Af den numeriske Identitet af A og Q, der saaledes lader 
sig paavise ved denne Proces, er det imidlertid utilladeligt 
at slutte til den genetiske Sammenhæng mellem disse 
Størrelser, som Paastanden om Varmens Overgang til Arbejde 
indeholder. Saafremt Reaktionssystemet var forblevet ufor
andret under Processen, vilde en saadan Paastand natur
ligvis kunne opretholdes, idet der da ikke vilde være nogen 
anden Kilde til Arbejdsdannelsen end den forsvundne Varme. 
Men i saa Fald vilde hele Fænomenet være i Konflikt med 
det utvivlsomt anerkendte 1ste Varmepostulat. Naar der 
derimod, saaledes som Tilfældet er, foregaar en faktisk For
andring i Reaktionssystemet, bestaaende i den som Rum
fangsflytning beskrevne energetiske Grundproces — en 
Forandring, som Planck mærkværdigvis lader ganske ude 
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af Betragtning i sin Fortolkning af Fænomenet — saa vil 
Arbejdsproduktionen rent logisk betragtet lige saa vel kunne 
henføres til denne Forandring. Man har med andre Ord, 
rent logisk betragtet, to Alternativer i Forsøget paa at rede
gøre for det opstaaede Arbejdes Oprindelse. Dels Varmen, den 
ækvipotentielle Energiform, der alene erkendes at være uden 
Arbejdseffekt. Dels den nævnte Forandring i Reaktions
systemet, bestaaende i en Grundproces, der er af aktiv 
Karakter, idet den bestaar i en Rumfangsflytning fra lavere 
til højere Tryk, d. v. s. fra højere til lavere Rumfangs
potential. Da en saadan aktiv Grundproces ved reversibelt 
Forløb, hvorom Talen jo er paa dette Sted, ifølge Arbejds- 
principet er tvungen til Produktion afen ækvivalent Arbejds
mængde udenfor Systemet, altsaa netop hvad man iagttager 
Dannelsen af, kan der imidlertid ikke herske nogen som 
helst Tvivl om, hvilket af de to Alternativer, der maa an
vendes i Fortolkningen. Fænomenet maa tydes som en 
koblet Proces, hvor Arbejde præsteres i et Arbejdsreservoir 
paa Bekostning af en Formindskelse i potentiel Energi i det 
aktive Reaktionssystem.

Paa meget slaaende Maade fremgaar Rigtigheden af denne 
Opfattelse af det let konstaterbare Faktum, at Arbejdet, 
hvis Størrelse jo kan udtrykkes ved:

JA = pdv,

forbliver ganske uforandret, ogsaa hvis Forbindelsen med 
Varmereservoiret under den differentiale Proces fuldstændig 
afbrydes.

Vi vil iøvrigt bemærke, at samme Effekt som den, der 
opnaas ved den ideale Gasexpansion, kan erholdes ved tal
rige andre Processer. Et idealt Koncentrationselement vil 
saaledes præstere et elektrisk Arbejde, som er numerisk iden
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tisk med den af Elementet ved isotherm Funktion optagne 
Varmemængde. Vil man ogsaa her sige, at det er Varme
tilførslen, der producerer det elektriske Arbejde? Fremdeles 
er den Omstændighed, at Temperaturen af det paagældende 
Reaktionssystem, saaledes som i de to nævnte Specialtilfælde, 
under Omdannelsen holder sig konstant, uden konklusions
mæssig Betydning, idet denne Temperaturkonstans slet ikke 
er benyttet i Ræsonnementet. Man vilde derfor, hvis Planck’s 
Opfattelse af Varmetransformationen ved Gasexpansionen 
kunde opretholdes, være berettiget til at hævde, at den ved 
en hvilkensomhelst kemisk eller fysisk Reaktion præsterede 
Arbejdsmængde var dannet af Varme, naar blot en ækvi
valent Varmemængde under Arbejdsproduktionen pumpedes 
ind i Systemet.

Paa Trods af den aabenbare Uigennemførlighed af en 
saadan Opfattelse er den almindeligt herskende selv i aner
kendte, autoritative Fremstillinger af Thermodynamiken. 
Det er saaledes en hyppigt optrædende Formulering af Rela
tionen mellem Varme og Arbejde, at der ikke kan konstru
eres en »periodisk virkende« Maskine, der fremstiller 
Arbejde af Varme, eller en Anordning, der »vedblivende« 
har en saadan Funktion. Den PbANCKske Udtalelse: »Es 
ist unmöglich eine periodisch wirkende Maschine zu kon
struieren, die weiter nichts bewirkt, als einen Wärmehälter 
abzukühlen und eine Arbeit zu leisten«, akcepteres som et 
grundlæggende Postulat1. Eller det hedder: »Wir gelangen 
so zu dem Satze, dass eine Vorrichtung, welche die Wärme 
fortwährend in äussere Arbeit umzusetzen vermöchte, eine 
Unmöglichkeit ist«.2 Fremhævelsen af Anordningens »perio- 

1 Jfr. f. Ex.: B. Weinstein : Thermodynamik und Kinetik der Körper, 
20, (1901). A. Wassmuth : Müller-Pouillet’s Lehrbuch der Physik, 672 (1907).

’ W. Nernst: Theoretische Chemie, 5te Aull. 17 (1907).
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diske« Funktion og Processens »vedvarende« Karakter som 
nødvendig for Konklusionen tilkendegiver paa aabenbar 
Maade, at en Varmeomdannelse til Arbejde, som er undtaget 
fra de her fremhævede Betingelser, opfattes som en reali
serbar Proces.

Overfor saadanne Anskuelser vil vi opstille Arbejdsprin- 
cipet som det alment vejledende Erfaringspostulat ved alle 
Arter af Arbejdsfrembringelse. Allevegne, hvor der opstaar 
et Arbejde, der er ledsaget af et Varmeforbrug, vil der i 
Overensstemmelse med 1ste Varmepostulat samtidig forløbe 
en »kompenserende Proces«. Men det vil vise sig, at denne 
kompenserende Proces altid for sig alene er i Stand til at 
producere det paagældende Arbejde, og at Afspærring til 
Varmereservoiret er uden mærkbar Virkning.

7. Det Clausius’ske Princip.
Det Afsnit af Thermodynamiken, i hvilket Theorien om 

Varmens Omdannelse til Arbejde har spillet den mest frem
trædende Rolle, og hvorved denne formentlige Energitrans
formation er opfattet som en særlig haandgribelig Realitet, 
er det, der fremstiller den saakaldte »Varmekraflmaskine«. 
Det var paa dette Omraade, at Carnot gjorde sin skarp
sindige Indsats, der i væsentlig Grad vil kunne berettige, 
at han betragtes som Grundlæggeren af det Afsnit i Thermo
dynamiken, der senere betegnedes som dens 2den Hovedsæt
ning. Men den 1ste Hovedsætning, der almindeligt betragtes 
som simplere, var ham ikke bekendt. Sammenknytningen 
af denne Sætning med det CARNOT’ske Princip skyldes 
Clausius. Herved opnaaede Thermodynamiken en Omform
ning, som Eftertiden har betragtet som af afgørende og 
dybtgaaende Betydning, og hvis Ide og Grundlag er forblevet 
uantastet indtil Nutiden.
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Som Indledning til en Betragtning af den CLAUsius’ske 
Udvikling vil det være naturligt at berøre de Vanskeligheder, 
som paa det Tidspunkt frembød sig for en modsigelsesfri 
Løsning af de thermodynamiske Grundproblemer. Opgaven 
bestod i at forlige Carnot’s Opfattelse af »Varmestoffet«s 
Bevægelse fra højere til lavere Temperatur som Aarsag til 
det producerede Arbejde med Mayer-Joule’s Paavisning af 
Varmens og Arbejdets Ækvivalens. Mach udtaler herom1, 
at man maaske kunde have ventet, at der ikke vilde have 
været særlige Hindringer for en Forening af de to Principer 
og Sammenfatningen af dem til en konsekvent Naturop
fattelse. Men, fortsætter han: »Dieser Schritt erforderte noch 
eine bedeutende geistige Anstrengung. Vertieft man sich in 
die damalige intellektuelle Situation, so begreift man dies 
psychologisch ganz wohl. Verhielt sich die Wärme bei der 
Arbeitsleistung wie das Wasser auf einer Mühle, welches 
nach getlianer Arbeit noch vorhanden ist, nur auf einem 
tiefem Niveau? Oder verhielt sich die Wärme wie die Kohle, 
welche beim Heizen der arbeitenden Dampfmaschine ver
braucht wird? Diese beiden Auffassungen schienen sich 
durchaus zu wiedersprechen, man hielt sie für unver
einbar«. Meget klart kommer Problemet frem hos William 
Thomson i el Arbejde2, hvortil er hentydet allerede i Ind
ledningen til denne Afhandling. Hans Standpunkt udtrykkes 
bl. a. i følgende karakteristiske Udtalelse om Varmelednings- 
processen: »When ‘thermal agency’ is thus spent in con
ducting heal through a solid, what becomes of the mechan
ical effect which it might produce? Nothing can be lost in 
the operations of nature — no energy can be destroyed.

1 E. Mach: Principien der Wärmelehre, 4te Aufl. 269 (1923)
2 William Thomson: An Account of Carnot’s Theory of the Motive 

Power of Heat, Edinb. Trans. 16, 541 (1849).
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What effect then is produced in place of the mechanical 
effect which is lost? A perfect theory of heat imperatively 
demands an answer to this question; yet no answer can 
be given in the present state of science«.

Den CLAUSius’ske Løsning af det saaledes fremtrædende 
Problem beror paa hans Spaltning af den ved Arbejdsydelsen 
disponible Varmeenergi i to Dele med forskellig Funktion. 
For det ved Varmekraftmaskinen leverede Arbejde søges et 
Ækvivalent i samtidig forbrugt Varme, saaledes at 1ste 
Hovedsætning herigennem respekteres. Da Varmen ikke 
umiddelbart og »ukompenseret« kan omdannes til Arbejde, er 
den nødvendige Kompensation knyttet til Varmeomdannelsen 
gennem en Vandring af Varme fra højere til lavere Tempe
ratur. Men denne Proces indtager ikke hos Clausius Stil
lingen som Arbejdsdannelsens egentlige Aarsag, saaledes 
som Tilfældet er ved den CARNOT’ske Betragtning. Ja, det 
kan snarere siges, at Indførelsen af 1ste Hovedsætning og 
Paapegelsen af den numeriske Ækvivalens i væsentlig Grad 
har tilsløret det, der efter Carnot er Grundlaget for Varmens 
Omdannelse til »bevægende Kraft«, ligesom det paa afgørende 
Maade er i Modsætning til det, der efter nærværende Frem
stilling er det bestemmende for al Energitransformation, 
nemlig den i det fungerende System tilstedeværende Poten
tialforskel. Selvom der ved den CLAUSius’ske Behandling 
er skabt en uangribelig Basis for thermodynamisk Beregning 
og Korrelation af energetiske Fænomener, saa synes den 
derfor ikke at kunne opfattes, principielt set, som et Frem
skridt i Opfattelsen og Forstaaelsen af de thermodynamiske 
Grundfænomener.

Til Belysning af dette Spørgsmaal vil vi først nærmere 
paapege, hvad der er Grundtanken i den CLAUSius’ske Op
fattelse. Der kan ikke være Tvivl om, at det, som Clausius

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XV, 4. 4



50 Nr. 4. J. N. Brønsted:

indfører som Aarsagen til og Ækvivalensen for Arbejds
præstationen i Varmekraftmaskinen, er den Varmemængde, 
der tilføres denne fra et Varmereservoir af konstant Tem
peratur, og at den Overgang af Varme, som samtidig siges 
at foregaa fra højere til lavere Temperatur, er opstillet som 
et ledsagende Fænomen, der vel er en nødvendig »Kompen
sation«, men ikke har nogen genetisk Betydning for Trans
formationen. At dette er Tilfældet, fremgaar klart af hans 
hele Behandlingsmaade og vises paa særlig prægnant Maade 
af nedenstaaende Citater. Han udtaler saaledes i sin første 
Afhandling om Emnet1, idet han først vender sig imod 
Carnot’s Anskuelser om Varmemængdens Uforanderlighed: 
»Wenn man annimmt, die Wärme könne, ebenso wie ein 
Stoff, nicht an Quantität geringer werden, so musz man 
auch annehmen, dasz sie sich nicht vermehren könne. Es 
ist aber fast unmöglich z. B. die durch Reibung verursachte 
Erwärmung ohne eine Vermehrung der Wärmequantität zu 
erklären, und durch die sorgfältigen Versuche von Joule, 
bei welchen auf sehr verschiedene Weisen unter Anwendung 
von mechanischer Arbeit Erwärmung hervorgerufen wurde, 
ist auszer der Möglichkeit, die Wärmequantität überhaupt 
zu vermehren, auch der Satz, dasz die Menge der neu er
zeugten Wärme der dazu angewandten Arbeit proportional 
sei, fast zur Gewiszheit geworden. Dazu kommt noch, dasz 
in neuerer Zeit immer noch mehr Thatsachen bekannt wer
den, welche dafür sprechen, dasz die Wärme nicht ein Stoff 
sei, sondern in einer Bewegung der kleinsten Theile der 
Körper bestehe. Wenn dieses richtig ist, so musz sich auf 
die Wärme auch der allgemeine Satz der Mechanik anwenden 
lassen, dasz eine vorhandene Bewegung sich in Arbeit um-

1 R.Clausius: Über die bewegende Kraft der Wärme, Pogg. Ann. 79, 
369, (1850).
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setzen kann, und zwar so, dasz der Verlust an lebendiger 
Kraft der geleisteten Arbeit proportional ist«. Og i Arbejdets 
anden Del1: »Denn wenn wir auch eines eigentümliches 
Aequivalentes für die erzeugte Arbeit nicht mehr bedürfen, 
nachdem wir als solches einen wirklichen Verbrauch von 
Wärme angenommen haben, so bleibt es doch möglich. . . . 
I en senere Afhandling2 hedder det angaaende Sætningen 
om Ækvivalensen af Varme og Arbejde: »Es läszt sich Arbeit 
in Wärme und umgekehrt Wärme in Arbeit verwandeln, 
wobei stets die Grösze der einen der der anderen propor
tional ist.« I »Die mechanische Wärmetheorie«3: »Demge- 
mäsz können wir setzen :

Qi = Q2 + Q.

und können somit in der Wärmemenge Qx, welche der 
veränderliche Körper von dem Körper Kx erhalten hat, zwei 
Teile unterscheiden  Die eine aus dem Körper 
Kx stammende Wärmemenge Q ist in Arbeit ver
wandelt und die andere Wärmemenge Q2 ist aus 
dem Körper Kt in den kälteren Körper K2 über
gegangen«. Og ibidem p. 80: »Diese Betrachtungsweise 
stimmt aber mit unseren jetzigen Anschauungen nicht 
überein, indem wir vielmehr annehmen, dasz zur Hervor
bringung von Arbeit eine entsprechende Menge Wärme ver
braucht werde, und dasz demnach die während des Kreis- 
proceszes nach Auszen abgegebene Wärmemenge geringer 
sei, als die von Auszen aufgenommene. Wenn nun aber 
zur Hervorbringung von Arbeit Wärme verbraucht wird, 
so kann natürlich, mag neben dem Verbrauche von Wärme 
noch gleichzeitig ein Übergang einer anderen Wärmemenge

1 R. Clausius, Pogg. Ann. 79, 500 (1850).
2 R. Clausius, Pogg. Ann. 93, 482 (1854).
8 R. Clausius: Die mechanische Wärmetheorie I, 75 (1876).

4* 
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von einem wärmeren zu einem kälteren Körper stattfinden, 
oder nicht, doch keinesfalls die Rede sein, dasz die Arbeit 
von Nichts entstanden sei. Demnach bedurfte nicht nur der 
Satz, welchen Cabnot aussprochen hatte, einer Änderung, 
sondern es muszte auch für den Beweis eine andere Basis 
gesucht werden, als diejenige, auf welche Carnot den sei- 
nigen gegründet halle«.

Den CARNOT ske Opfattelse af Temperaturdifferensens 
potentielle Betydning genfinder vi saaledes ikke hos Clau
sius, men ser det Mayer-JouLE’ske Ækvivalensprincip ind
træde som den egentlige Begrundelse for Arbejdsgevinsten ved 
Varmekraftmaskinens Funktion. Den kinetiske Opfattelse af 
Varmen som Molekylernes Bevægelsesenergi er her en afgø
rende Faktor. I alle efterfølgende Fremstillinger af Thermody
namiken er denne Opfattelse bibeholdt i uforandret Skikkelse.

Ved en kritisk Betragtning af den CLAUsius’ske Fortolk
ning af den kompenserede Varmeomdannelse skal det først 
fremhæves, at det fra et alment Synspunkt maa erklæres 
for uforstaaeligt, at en Varmeomdannelse, der som isoleret 
Proces er anerkendt umulig, skulde blive gennemførlig, blot 
derved, at der dertil knyttes visse sideløbende Processer, 
der er uden genetisk Relation til det frembragte Ar
bejde. At disse Processer — iøvrigt med en Betegnelse, der 
synes at antyde deres irrationelle Karakter — benævnes 
»Kompensationer«, gør ikke Forstaaelsen simplere. Et For
søg paa en Begrundelse heraf findes da heller ikke hos 
Clausius, som alene beskæftiger sig med den kvantitative 
Ækvivalens. Men det er ikke nok med, at Tingen fra et 
alment Synspunkt er uforstaaelig. Hvis man nærmere under
søger den egentlige Natur af det, der indføres som »Kom
pensationer«, nemlig Overgangen af en Varmemængde fra 
en Temperatur til en anden, saa maa man erkende, at en 
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saadan Kompensation ved en reversibel Proces, som Varme- 
kraftmaskinens Funktion bestaar af, er uantagelig, da, som 
vist i Afsnit 5, Varmetransporten omfatter en irreversibel 
Varmedannelse og derfor aldrig vil kunne ledes reversibelt 
eller gøres til en Bestanddel af en reversibel Proces, uden 
at denne irreversible Varme erstattes af Varme, tilført udefra. 
Den hertil disponible Varmemængde Qt— Q.2 er imidler
tid allerede bleven beslaglagt som Ækvivalens for 
Arbejdsydelsen. Det utvivlsomme Fejlsyn, der ligger til 
Grund for den CcAUstus’ske Tydning, hænger saaledes paa 
det nøjeste sammen med den fejlagtige Opfattelse af Varmen 
som en alment transportabel Kvantitet eller af Varmetrans
porten som et Exempel paa, hvad der i nærværende Af
handling er betegnet som energetiske Grundprocesser. At 
der ved den CLAUSius’ske Betragtningsmaade overhovedet 
fremkommer en Totalproces, der har Plads i Virkelighedens 
Verden, beror alene paa det Forhold, at det, hvormed den 
uudførlige Kompensationsproces sammenknyttes, er en lige
ledes uigennemførlig Hovedreaktion. Det er naturligvis altid 
muligt rent formelt at opbygge en virkelig Reaktion af to 
uigennemførlige Delreaktioner, ligesom man i al Alminde
lighed kan korrigere een Misopfattelse ved Indførelse af en 
anden. Men en saadan Operation kan ikke akcepteres som 
en Tydning eller Fortolkning, fører ikke til nogen Forstaa- 
else, indeholder intet Fremskridt.

Udfra de i nærværende Afhandling udviklede Syns
punkter for Arbejdsproduktion, specielt Opfattelsen af de 
energetiske Grundreaktioner som alle ligestillede i denne 
Henseende, volder Tydningen af Varmekraftprocessens Me
kanisme ingensomhelst Vanskeligheder. Det ther miske 
Arbejde, hvorom Talen er her, kræver til sin Udfoldelse 
to Omraader, som vi betegner som Varme- eller Entropi
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reservoirer, med forskellig Temperatur. Den positive ther- 
miske Grundproces bestaar i en Transport af Entropi fra 
det ene Reservoir I med den højere Temperatur Tt til det 
andet Reservoir II med den lavere Temperatur T2. Det 
thermiske Arbejdstab er herved efter Formel (6), naar dS 
er den transporterede Entropimængde :

(T,-T2)4S,

og ligesaa stort er ifølge Arbejdsprincipet den ved tilstede
værende Kobling i et Arbejdsreservoir opsamlede Arbejds
mængde. Altsaa faas :

JA = (Tt —T2)dS . (20)

Denne Formel, der er i Overensstemmelse med Grund
ligningen (1) og saaledes hviler paa et alment, simpelt og 
modsigelsesfrit Grundlag, er, som man let ser, i fuldstændig 
Overensstemmelse med det CLAUSius’ske Udtryk, hvis kvan
titative Korrekthed er fastslaaet gennem et meget stort For
søgsmateriale, nemlig :

= (21)
11

idet vi til Paavisning af disse Ligningers Identitet kun be
høver at bemærke, at ifølge (15) den fra Varmereservoiret I 
bortledede Varme er givet ved :

JQ, = TxdS.

Skulde man indpasse den her skildrede Arbejdsmeka- 
nisme i den i foregaaende Kapitel beskrevne treleddede An
ordning, der i al Almindelighed maa anvendes til Under
søgelse over Muligheden for Varmens Omdannelse til Ar
bejde, saa vilde det af Varmereservoirerne I og II dannede 
System, indenfor hvilket Entropitransporten foregaar, na
turligvis være det der optrædende »Reaklionssystem«. Da 
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dette, som vi nu har set, alene yder det i Arbejdsreservoiret 
opsamlede Arbejde, vil det som Varmekilde i det treleddede 
System optrædende Varme- eller Entropireservoir, hvis 
Funktion alene bestaar i en Afgivelse af Varme eller En
tropi til Dele af Reaktionssystemet, som har Reservoirets 
Temperatur, være uden Betydning for Systemets Arbejds
præstation. Det er da ogsaa af denne Grund udelukket ved 
Virksomheden i Varmekraftmaskinen at finde nogetsom- 
helst Holdepunkt for Muligheden af en Overgang af Varme 
til Arbejde.

Til Belysning af Uholdbarheden af den ved Clausius 
fastslaaede Opfattelse vil det være nyttigt at fremholde 
Konsekvensen for denne af den fuldkomne Analogi og 
Symmetri, som karakteriserer Udtrykkene for Arbejdsdan- 
nelsen ved alle aktive koblede Grundprocesser. Den med 
(20) analoge, almindelige Ligning:

JA = (P-P2)JK

kan jo nemlig for alle Arbejdsarter ved Indførelse af:

dE = PdK

omskrives til:

JA = P1~P2 JE., (22)
Pi

hvor E er den til Potentialet P og Kvantiteten K svarende 
ækvipotentielle Energiart. Af denne Ligning, som er fuld
stændig analog med den CuAusius’ske (21), kunde man da 
med samme Ret som for dennes Vedkommende uddrage 
den Slutning, at af en foreligggende Mængde ækvipotentiel 
Energi af vilkaarlig Art dEt = PtdK en vis Brøkdel kan 
omdannes til Arbejde, naar en anden Brøkdel transpor
teres til et lavere Potential, efter Skemaet:
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(Px —P2)ÔK = -> JAp

P2JK = ^JE1 -> JE2(P2).
Pi

Herefter vilde man f. Ex. ved Transport af elektrisk 
Energi fra et elektrisk Potential til et lavere kunne faa en 
anden Mængde elektrisk Energi omdannet til Arbejde.

Naturligvis er et saadant Regnestykke numerisk korrekt 
og i Overensstemmelse med den kvantitative Ækvi
valens mellem Energitab og Arbejdspræstation, som er 
paapeget i Slutningen af 4de Afsnit af nærværende Af
handling. Det skal ogsaa nævnes, at enkelte Forfattere har 
fremhævet den Analogi, der saaledes kan hævdes at fore
ligge mellem den Ci.AUSiL's’ske Behandling af det thermiske 
Arbejde og andre Arbejdsformer1. En Generalisation af Formel 
(22) til Omfatning af Arbejdsdannelse i al Almindelighed 
vil dog utvivlsomt bidrage til at klargøre det ubrugbare i 
en Opfattelse, der søger at sammensætte en realiserbar 
Proces af uigennemførlige Delprocesser.

Der skal endelig peges paa de Forhold — af rent praktisk 
Natur — der har gjort Opstillingen af den CcAUSius’ske 
Tydning af Varmekraftmaskinens Funktion og den ubetin
gede Tilslutning, den hidtil har nydt, psykologisk forstaaelig. 
Det tekniske Problem at frembringe Arbejde ad thermisk 
Vej bestaar jo ved en idealt fungerende Mekanisme ikke i 
Tilvejebringelsen en Gang for alle af Varmereservoirer med 
forskellig Temperatur, men i Opretholdelsen af den paa
gældende Temperaturtilstand i de indgaaende Reservoirer 
under Systemets vedvarende Funktion. Tilførsel af Entropi

1 E. Mach: Die Geschichte und die Wurzel des Satzes von der Er
haltung der Arbeit, 54 (1909). Principien der Wärmelehre, 329 (1923). 
W. Meyerhoffer, Z. f. physik. Chemie 7, 544 (1891).
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eller Varme til Reservoiret af høj Temperatur kan betegnes 
som den første af de Operationer, der er uomgængelig til 
Opretholdelsen af Varmekraftmaskinens stationære Arbejds- 
tilstand, og Betydningen heraf har givet sig Udtryk i Op
stilling af Begrebet »Nyttevirkning« som Forholdet imellem 
det udrettede Arbejde og den Varmemængde, der til delte 
Formaal maa tilføres Reservoiret I :

(23)

Som allerede Carnot med stor Klarhed udtalte, bestaar 
imidlertid den tekniske Opgave i ikke mindre Grad i 
Fjernelsen af den i Reservoiret II opsamlede Varme, saa- 
ledes at en »Nyttevirkning«, udtrykt ved :

(24)

principielt set med samme Ret vilde kunne indføres som et 
Maal forden tekniske Effektivitet. Naar alligevel aleneden ved 
(23) udtrykte Koefficient og den Varmemængde, som skal 
tilføres Systemet, er blevet tillagt Betydning, beror det 
paa det rent praktiske Forhold, at Temperaturen Tt altid er 
højere end Jordoverfladens normale Temperatur, saaledes 
at der til Opretholdelse af Tt maa tilføres Varme, f. Ex. ved 
Hjælp af exotherme kemiske Processer, medens tilsvarende 
Foranstaltninger ikke udkræves af Temperaturen T2, da 
denne er Jordoverfladens. Hvis man som højere Tempe
ratur i Varmekraflmaskinen benyttede Jordoverfladens Tem
peratur, vilde det tekniske Problem ikke bestaa i Tilveje
bringelse af Qt, men i Fjernelse af Q2 ved Hjælp af endo
therme Processer, i hvilket Tilfælde der næppe vilde være 



58 Nr. 4. J. N. Brønsted:

den samme Betingelse til Stede for Opfattelsen af Varmen 
som en til andre Energiformer forvandlelig Energiart1.

Nærmest ved dette Synspunkt af alle tidligere Forskere 
er i Virkeligheden Carnot. Ostwald2 har med Rette gjort 
opmærksom paa, at Betegnelsen »calorique«, der almindeligt 
identificeres med »Varmestof«, af Carnot stedse anvendes, 
hvor Varmens bevægende Kraft sammenlignes med den be
vægende Kraft af et Vandfald, medens han ved almindeligere 
Betragtninger anvender Ordet »chaleur«. Dette Forhold kunde 
tyde paa en rent intuitiv Opfattelse af en væsentlig Forskel i 
disse to thermiske Betegnelser. Der kræves aabenbart kun 
en Ombytning af Begrebet »calorique« med Begrebet En
tropi, for at den CARNor’ske Behandling af Varme-Arbejds- 
Relalionen skal opnaa en fuldstændig principiel Overens
stemmelse med nærværende Fremstillings.

Om der ved de i Carnot’s efterladte Dagbog3 anførte 
Betragtninger over Varmens mekaniske Ækvivalent er med
ført en Ændring i den oprindelige Opfattelse af Varmekraft- 
maskinens Funktion, kan ikke her afgøres.

Læren om den kompenserede Varmetransformation, ud
viklet af Clausius og fremstillet i beslægtet Formulering af 
William Thomson, har som nævnt fuldkommen præget Efter
tidens thermodynamiske Opfattelse. Som et enkelt Exempel 
herpaa skal citeres en Udtalelse i Maxwell’s bekendte 
Værk om Varmens Theori4: »It is impossible, by the un
aided action of natural processes, to transform any part 
of the heat of a body into mechanical work, except by

1 Jfr. J. N. Brønsted: Lærebog i fysisk Kemi, 29 (1936).
2 W. Ostwald: Ostwald’s Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 37, 

70 (1909).
3 Jfr. E. Mach: Principien der Wärmelehre, 242 (1923), F. Rosen

berger: Geschichte der Physik, 229 (1887—1890).
4 C. Maxwell: Theory of Heat, 5th Ed. 153 (1877).
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allowing heat to pass front that body into another at a 
lower temperature«. Del vil dog paa Grundlag af det i dette 
og det foregaaende Afsnit fremførte formentlig være beret
tiget at hævde, at der i den traditionelle Thermodynamiks Be
handling af Spørgsmaalet om Varmens betingede Omdannelse 
til Arbejde ikke kan paapeges noget overbevisende Argument 
for Muligheden af en saadan Proces, men at tværtimod An
tagelsen af dens ubetingede Uigennemførlighed frem- 
gaar som en tvangfri og harmonisk Fortolkning af Ener- 
getikens Erfaringsmateriale.

Det maa ventes, at det ovenfor meddelte ikke vil være 
uden Indflydelse paa Formuleringen af de almene Postulater, 
der er Indholdet af selve de thermo dy nami ske Hoved
sætninger. Det drejer sig i Virkeligheden herved i Hoved
sagen om en Skematisering af allerede vundne Resultater. 
Da der ved Fremstillingen heraf ogsaa maa inddrages under 
Betragtningen visse Synspunkter, der fra anden Side er 
opstillet for Hovedsætningernes Formulering paa et fra den 
klassiske Thermodynamiks væsensforskelligt Grundlag, vil 
det imidlertid være formaalstjenligt at give disse Problemer 
en samlet Behandling i et efterfølgende Arbejde.
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Übersicht.
s ist schon seit langem bekannt, dass das Diffusions- 

-Li potential zwischen zwei Lösungen durch die Zwischen
schaltung einer Membran geändert werden kann. Das Er
gebnis ist besonders von Michaelis untersucht worden, 
der gezeigt hat, dass die Wirkung der Membran dadurch 
erklärt werden kann, dass die Überführungszahlen der Ionen 
dadurch beeinflusst werden, dass die Ionen sich nicht in 
einem ausgedehnten Raum, sondern in den engen Poren 
der Membran bewegen. Durch den Nachweis, dass die her
vorgerufene Änderung des Potentials von der Orientierung 
des Systems zu der Richtung der Schwerkraft abhängig ist, 
hat Brauner die Beobachtungen Michaelis’s ergänzt. Eine 
zufriedenstellende Erklärung dieses sogenannten geoelek
trischen Effektes hat Brauner nicht gegeben.

In der vorliegenden Arbeit ist gezeigt worden, dass der geo
elektrische Effekt dadurch entsteht, dass die von Michaelis 
beobachtete Membranwirkung nach und nach deshalb ab
nimmt, weil eine immer stärkere Verlegung des Konzentra
tionsgefälles von der Membran nach der Lösung stattfindet, 
und die Geschwindigkeit dieser Verlegung von der Dialyse
richtung abhängt. Ist die Dialyserichtung eine solche, dass 
der hindurchdialysierende Stoff nicht nur durch Diffusion, 
sondern auch durch Konvektionsströme entfernt wird, so 
wird die ursprüngliche Konzentrationsverteilung mit dem 
Konzentrationsgefälle ganz in der Membran besser auf
rechterhalten werden, als wenn es keine Konvektionsströme 

1
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gibt. Diese Erklärung wird durch den Nachweis eines ähn
lichen Schwerkrafteffektes auf die Dialysegeschwindigkeit 
durch die Membran, sowie durch den Nachweis der Abhängig
keit der Abnahme des Potentials von dem spezifischen Ge
wicht der Lösungen, gestützt.

Findet die Entfernung des Stoffes nur durch Diffusion 
statt, so können die gewöhnlichen Diffusionsgesetze ange
wandt werden. Eine Berechnung des Potentials für irgend 
eine durch Spülung hervorgerufene, stationäre Konzentra
tionsverteilung wird dadurch möglich. Für den Fall, dass die 
Konzentrationsverteilung nicht eine stationäre ist, bietet die 
exakte mathematische Behandlung leider so grosse Schwierig
keiten, dass auf die Durchführung einer solchen hier ver
zichtet worden ist. Für grosse Versuchszeiten ist eine an
nähernde Berechnung möglich. Die Übereinstimmung mit 
den Versuchsdaten ist befriedigend.

Die grösste Änderung des Potentials durch die Zwischen
schaltung einer Membran findet man für undurchlässige 
Membranen. Für gut durchlässige Membranen ist die Mem
branwirkung immer klein. Für eine gegebene Membran ist 
die Wirkung für verdünnte Lösungen am grössten.

Der geoelektrische Effekt muss immer kleiner als die 
maximale Membranwirkung sein. Für gut durchlässige Mem
branen ist er deshalb klein. Für sehr undurchlässige Mem
branen muss dieser Effekt aber auch klein sein, und zwar 
deshalb, weil der Unterschied zwischen auf- und abwärts
gerichteter Dialyse belanglos wird, wenn die Menge des hin
durchdialysierenden Stoffes minimal wird. Der geoelektrische 
Effekt erreicht deshalb seine grössten Werte für Membranen 
von einer gewissen mittelgrossen Durchlässigkeit.

Die Bedeutung der besprochenen Effekte für Potential- 
messungen in membranhaltigen Systemen ist an drei Bei
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spielen diskutiert worden: 1. Messungen von DoNNAN-Poten- 
lialen; 2. Potentialmessungen von galvanischen Ketten mit 
eingeschaltetem Agar-Heber; 3. Versuche zur experimentellen 
Realisation der Verhältnisse, für welche die PLANCK’sche 
Formel für das Diffusionspotential zwischen zwei Lösungen 
gültig ist.

1. Brauner’s Messungen des geoelektrischen Effektes.
In den Jahren 1926—30 hat der Pllanzenphysiolog 

Brauner1 eine Reihe von Arbeiten veröffentlicht, in denen 
er sich mit einem von ihm entdeckten Effekt, dem soge
nannten geoelektrischen Effekt, beschäftigt. Der Effekt zeigt 
sich dadurch, dass die EMK eines Elements von dem Typus:

Elek Lö Mem Lö Mem Lö Elek
trode sung I bran sung II bran sung I trode

davon abhängig ist, wie das Element zur Richtung der 
Schwerkraft orientiert ist. Ist die Richtung der Dialyse 
durch beide Membranen horizontal, so wird die EMK unge
fähr gleich Null sein. Ist dagegen die Dialyse durch die eine 
Membran aufwärts-, durch die andere abwärtsgerichtet, so 
erhält man eine EMK, deren Grösse von der Art der Mem
bran und der Lösungen abhängt. Den Unterschied zwischen 
den Potentialwerten bei senkrechter und bei wagerechter 
Dialyse bezeichnet Brauner als das geoelektrische Poten
tial (GEP).

Wenn eine EMK überhaupt in einem System wie dem 
obengenannten entstehen kann, muss es daran liegen, dass 
die beiden Membranpotentiale der Kette verschieden sind. 
Brauner und Amlong2 zeigten, dass dies wirklich der

1 Brauner, L., Kolloidchem. Beih. 23 (1926) 143; Jahrb. f. wiss. Bot. 
66 (1927) 381; 68 (1928) 711; 73 (1930) 513.

2 Brauner, L., und Amlong, H. U., Protoplasma 20 (1933) 279.
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Fall ist. Sie bestimmten u. a. das Membranpotential des 
Systems:

0.01 n KCl I Pergamentpapier | 0.1 n KCl (II) 

sowohl für wagerecht- als für aufwärts- und abwärtsge
richtete Dialyse. Sie fanden dadurch drei verschiedene Werte 
(mit £(—>), E($) und E([) bezeichnet), die alle drei von 
dem Werte abwichen, den das Diffusionspotential annimmt, 
wenn die beiden Lösungen ohne Zwischenschaltung einer 
Membran sich berühren. Ausserdem fanden sie, wie man 
erwarten sollte, dass E(f) + E(|) für das System II gleich 
dem GEP für das System:

0.01 n KCl Pergament
papier 0.1 n KCl Pergament

papier O.OlnKCl (III)

war.
Da ss die Zwischenschaltung einer Membran im allge

meinen das Diffusionspotential zwischen zwei Lösungen 
ändert, war schon bekannt.1 2 Durch Untersuchungen mit 
sehr undurchlässigen Membranen war es Michaelis und 
seinen Mitarbeitern" gelungen zu zeigen, dass diese Wirkung 
einer Membran folgenderweise erklärt werden kann:

1 Cybulski, N. und Dunin-Borkowski, J., Bull. int. de l’Acad. des 
Sciences de Cracovie 12 (1909) 660; Michaelis, L. und Fujita, A., Bio- 
chem. Zs. 158 (1925) 28; 161 (1925) 47; 164 (1925) 23; Fujita, A., ibid. 
158 (1925) 11; 159 (1925) 370; 162 (1925) 245; Michaelis, L. und 
Dokan, Sh., ibid. 162 (1925) 258.

2 Journ. Gen. Physiol. 10 (1927) 575; 671; 685.

Wenn zwei Lösungen sich direkt berühren, wird die 
Grösse des DifTusionspotentials wie bekannt durch die Kon
zentrationen, Wertigkeiten und Überführungszahlen aller 
anwesenden Ionen bestimmt. Für den einfachsten Fall: 
zwei verschieden konzentrierte Lösungen eines und des-
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selben mono-monovalenten Elektrolyten, ist das Diffusions
potential, Ed, durch

2 n_) log £1

c2
(1)

gegeben, wo n_ die Überführungszahl des Anions, ct und c2 
die Konzentrationen der Lösungen angeben. Die Formel 
setzt voraus, dass es zulässig ist mit Konzentrationen statt 
mit Aktivitäten zu rechnen, sowie auch dass die Über
führungszahl unabhängig von der Konzentration ist. Dagegen 
ist keine Voraussetzung über die Art der Zwischenschicht 
gemacht (ob Diffusions- oder Mischungsschicht).

Wenn nun die Zwischenschaltung einer Membran eine 
Änderung des Potentials bewirkt, kann die Ursache die 
sein, dass die Überführungszahlen innerhalb der Membran 
anders sind als in membranfreier Lösung. Da das Membran
material gewöhnlich die beiden Ionen in verschiedenem 
Grade adsorbiert, ist es auch recht wahrscheinlich, dass die 
Wanderungsgeschwindigkeiten der beiden Ionen von der 
Nähe des Membranmaterials verschieden beeinflusst werden 
können. Die Ionenart, die am stärksten adsorbiert wird, 
wird auch am meisten in ihrer Bewegung gehemmt, und 
die Überführungszahl dieser Ionenart wird dadurch ver
mindert. Der für das Potential gefundene Wert, EM, ge
stattet nach Michaelis die Berechnung eines Mittelwertes 
der Überführungszahl des Anions in der Membran, n_',nach 
der Formel:

RT
F log e c2

(2)

Die Gültigkeit dieser Formel für die genannten sehr un
durchlässigen Membranen wurde von Michaelis durch Ver
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gleich des nach (2) berechneten Wertes von n_' mit direkt 
bestimmten Werten gezeigt.

Brauner und Amlong versuchten nun ihre Beobach
tungen mittels ähnlicher Überlegungen zu erklären. Sie er
hielten dadurch das merkwürdige Resultat, dass die Über
führungszahl des Chloridions in KCl innerhalb einer Perga
mentpapiermembran, davon beträchtlich abhängig sein solle, 
ob das KCl wagerecht, aufwärts oder abwärts dialysiere. 
Dieses Ergebnis ist so unwahrscheinlich, dass es von Inter
esse schien, diesen Effekt näher zu untersuchen.

2. Eigene Messungen des geoelektrischen Effektes.
Einige orientierende Messungen mit einem System vom 

Typus II ergaben, dass das Potential unmittelbar nach einer 
Drehung des Systems eine schnelle Änderung zeigte. Die 
Änderung pro Minute wurde nach und nach kleiner, und 
es sah aus, als ob für jede Stellung der E-Wert einem für 
diese Stellung charakteristischen Grenzwert zustrebte. Dieses 
Ergebnis ist in völliger Übereinstimmung mit den Beob
achtungen von Brauner und Amlong. Sie sahen die Werte, 
die nach 20—30 Minuten erreicht worden waren, für die 
Grenzwerte an, und hielten den Fehler, den sie durch diese 
Annahme machten, für so unbeträchtlich, dass sie diese 
Werte als Grundlage ihrer Überlegungen benutzten. Wurden 
die Messungen aber über wesentlich längere Zeiten (mehrere 
Stunden bis einen Tag) fortgesetzt, so stellte es sich heraus, 
dass die E-Werte der drei verschiedenen Stellungen des 
Systems sich nicht je einem Grenzwert näherten, sondern 
dass in allen drei Fällen ein gemeinsamer Grenzwert er
reicht wurde, und zwar der Wert des Diffusionspotentials 
eines membranfreien Systems. Es wurde auch beobachtet, 
dass der Unterschied zwischen EG) und E(f) immer kleiner 
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wurde, wenn man ohne Erneuerung der Lösungen ab
wechselnd diese beiden E-Werte bestimmte. Das Verschwin
den aller Unterschiede bei längeren Versuchszeiten muss 
unzweifelhaft der konzentrationsausgleichenden Wirksam
keit der Dialyse zugeschrieben werden. Um die Versuchs
verhältnisse genau zu kennen, muss man deshalb seine 
Apparatur derart konstruieren, dass man während der Mes
sung beide Seiten der Membran bespülen kann.

Die Messungen beschränkten sich im wesentlichen auf 
das System :

HgCl,
0.1 n KCl 0.01/7 KCl

Pergament
papier

0.1/7 KCl, 
HgCl Hg (IV)

A B

Diese Kette enthält zwei Grenzpotentiale: bei A das Diffu
sionspotential bei direkter Berührung der Lösungen (E (), und 
bei B das Membranpotential bei zwischengeschalteter Mem
bran (EB). Die gemessene EMK wird durch E4B — EB — E ( 
gegeben.

Die Versuchsanordnung zeigt Fig. 1. Die Zwischenschicht 
bei A wird in der Weise hergestellt, dass man die 0.1 n KCl- 
Lösung in das Rohr A'A" aufsteigen lässt bis etwas ober
halb des Hahns. Der Hahn wird nun geschlossen, das Rohr 
oberhalb des Hahns wird gereinigt, mit der 0.01 n KCl- 
Lösung gefüllt, und zuletzt mit der übrigen Apparatur ver
bunden. Am Anfang einer Messung wird der Hahn geöffnet 
und während der ganzen Messserie offen gelassen. Durch 
Diffusion entsteht zwischen den beiden Lösungen eine Diffu
sionsschicht, die sich immer weiter verbreitet. Der Wert 
des Diffusionspotentials ist von der Ausdehnung dieser 
Diffusionsschicht unabhängig, und das Potential nimmt 
daher beinahe momentan seinen Endwert an. Für 0.1 n KCl 
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und 0.01 n KCl ist dieser etwa 0.3 mV. Der Wert von E]t 
berechnet sich demnach zu EJ} = E + Q.3 mV.

Der Teil der Apparatur, in welchem die Grenze bei B ge
bildet wird, ist in grösserem Massstabe in Fig. 1 a dargestellt. 
Die Membran M ist zwischen den beiden gleichen Hälften des 
Hartgummirohres E'E" festgeklemmt. Der innere Durch
messer des Rohres war 10 mm, der Abstand der Membran

Fig. 1. Apparatur für Messung von Membranpotentialen.

von beiden Enden des Rohres war etwa 25 mm. Die Lö
sungen konnten bei C, resp. C", ein-, bei D', resp. D", ab
geleitet werden. Die Flüssigkeit in dem Rohr war mit den 
Elektroden durch B'x A'A", bezw. B" æ", leitend verbun
den. Das Hartgummirohr konnte um die wagerechte Achse 
b' b" gedreht werden.

Es stellte sich heraus, dass das gemessene Potential 
davon abhängig war, wie stark die Membranseiten gespült 
wurden. Bei langsamer Spülung nahm das Potential wäh
rend der Messung ab, bei kräftiger Spülung wurden kon
stante Potentiale erhalten, die jedoch von den Strömungs
geschwindigkeiten beider Lösungen abhängig waren. Die 
Ergebnisse einer Serie Untersuchungen über die Bedeutung 
der Strömungsgeschwindigkeiten sind in der Tabelle 1 zu-
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Tabelle 1.

Einfluss der Strömungsgeschwindigkeit auf das Diffusions
potential.

System: 0.1 n KCl | Pergamentpapier | 0.01 n KCl

cm8 pro Minute Eb =
Kab + 0.3 mV0.01 n KCl 0.1 n KCl

0.1 n KCl unten 39 46 8.2
40 0 8.2
14.7 12.3 5.9
14.3 0 6.3
11.4 0 5.5

7.4 0 4.9

0.1 n KCl oben 43 30 7.8
43 0 9.2
33 20 8.0
34 0 8.2
22 15 6.7
11 12 6.0
5 3 5.5

sammengestellt. Man bemerkt, dass namentlich die Ge
schwindigkeit der 0.01 n KCZ-Lösung von Bedeutung ist. 
Bei genügend kräftiger Spülung ist der Ji-Wert davon un
abhängig, ob 0.1 n KCl oben oder unten ist. Geschwindig
keiten von mehr als 40 cm8 pro Minute bewirken keine Zu
nahme des Potentials. Es liegt dann nahe anzunehmen, 
dass diese Strömungsgeschwindigkeit genügt, um die ur
sprünglichen Konzentrationen auf beiden Seiten der Mem
bran aufrechtzuerhalten, so dass das ganze Konzentrations
gefälle innerhalb der Membran liegt. Der gefundene E-Wert 
sollte danach gleich EM sein (siehe doch Seite 28).

Wird die Spülung gleichzeitig an beiden Seiten der Mem
bran abgestellt, so nimmt das Potential sofort ab. Fig. 2 zeigt 
die Änderung von Eß für alle drei Stellungen des unter
suchten Systems (Kurve und A2). In allen drei Fällen 
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ist die Abnahme während der ersten halben Minute sehr 
stark. Die Wirkung der Dialyse zeigt sich also sofort. Die 
Kurven für wagerecht- und für abwärtsgerichtete Dialyse 
fallen zusammen. In diesen beiden Stellungen des Systems 
dauert die starke Abnahme nur kurz. Schon 1 Minute nach 
der Abstellung der Spülung wird die Abnahme sehr lang
sam (etwa 1 mV in 30 Minuten). Für aufwärtsgerichtete Dia
lyse wird die Abnahme ebenfalls nach einer halben Minute

Fig. 2. Die zeitliche Änderung des Potentials im Systeme:
0.01 n KCl-Pergamentpapier-0.1 n KCl

ö: 0.1 n KCl unten; 9: 0.1 n KCl oben; o wagerechte Dialyse.

langsamer, behält jedoch zunächst einen wesentlich grösseren 
Wert als in den beiden anderen Fällen. Erst nach 15 Mi
nuten ist die Abnahme so langsam geworden, dass die bei
den Kurven ungefähr parallel verlaufen.

Zum Vergleich sind die Resultate vom Brauner und 
Amlong für dasselbe System eingezeichnet (Kurve und 
/J2). Der Abstand zwischen den beiden Kurven ist hier be
trächtlich grösser1, aber der Charakter der Kurven ist der-

1 Die Ursache ist jedenfalls zum Teil in einem Unterschied der 
Permeabilität des Pergamentpapiers zu suchen. Wird die Permeabilität 
in cm8 H2O pro cm2 pro Sekunde bei einem Überdruck von 1 cm Wasser
säule angegeben (siehe Bjerrum, N. und Manegold, E. Kolloid-Zs. 42 
(1927) 97), ist die Permeabilität von dem hier benutzten Papier etwa 
1.4 X 10~7, während Brauner’s Angaben (1928) auf diese Einheit um
gerechnet 0.12 X 10~7 ergeben.
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selbe. Für E(^) fehlt jedoch der sehr starke Abfall während 
der ersten Minute, weil der Anfangszustand nicht durch 
Spülung festgelegt ist. Als Anfangswert beider Kurven neh
men Brauner und Amlong den Werl an, den sie für E(->) 
nach Erreichung annähernder Konstanz finden.

3. Erklärung der Entstehung des geoelektrischen 
Effektes.

Aus den Messungen ergibt sich, dass die Eß-f-Kurven 
für alle drei Stellungen des Systems in einem gemeinsamen 
Punkt anfangen. Da alle drei Kurven auch in einem ge
meinsamen Punkt enden, ist es klar, dass nur diesen bei
den Potentialwerten ein besonderes Interesse zukommt. Der
Anfangswert, der durch kräftige Spülung der Membranseiten 
erreicht wird, muss dem Zustand entsprechen, wo prak
tisch das ganze Konzentrationsgefälle innerhalb der Mem
bran liegt. Der Endwert dagegen, der erst nach längerer 
Zeit erreicht wird, muss dem Zustand entsprechen, wo prak
tisch das ganze Gefälle in der Lösung liegt. Der Anfangs
wert von En ist deshalb durch Formel (2), der Endwert 
durch Formel (1) gegeben. Die dazwischenliegenden Eß- 
Werte sind von der jeweiligen Konzentrationsverteilung ab
hängig. Liegt das Konzentrationsgefälle von c/ bis c2' inner
halb der Membran, während das Gefälle von ct bis ctz auf 
der einen, das Gefälle von c2 bis c2 auf der anderen Seite 
der Membran liegt, so ist E]j durch

gegeben. Wird (3) mit (2), resp. (1), kombiniert, so er
hält man:
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und

(4)

(5)

Die letzten zwei Formeln zeigen deutlich, wie sich EB von 
Em entfernt und EB zustrebt, je nachdem c/iCg'sich dem 
Werte 1 nähert. Keiner der zwischen EM und ED liegenden 
Werte hat besondere Bedeutung. Die Überlegungen von 
Brauner und Amlong, die auf der fehlerhaften Annahme 
beruhen, dass die nach etwa einer halben Stunde gemesse
nen Potentialwerte Eu-Werte seien, haben somit kein Inter
esse. Von grosser Bedeutung ist dagegen der von ihnen 
gegebene experimentelle Nachweis, dass das Membran
potential innerhalb mässiger Versuchszeiten nicht nur von 
der Art der Membran und der Lösungen abhängt, sondern 
auch von der Orientierung des Systems zu der Richtung 
der Schwerkraft. Wie dieser Einfluss der Schwerkraft auf 
die zeitliche Änderung des Potentials entsteht, bedarf noch 
einer Erklärung.

Überlegt man, was in einem der Wirkung der Dialyse 
überlassenen System geschehen wird, so ist es leicht einzu
sehen, dass die Dialyserichtung eine Rolle für die Änderungs
geschwindigkeit des Verhältnisses c/: c% und dadurch für die 
des Potentials spielen kann.

Gleichgültig wie das System zu der Richtung der Schwer
kraft orientiert ist, wird die primäre Wirkung der Dialyse 
die sein, dass an der Seite, wo sich die 0.01 n ÆCLLôsung 
befindet, eine Grenzschicht entsteht, in der die KCZ-Kon- 
zentration grösser als 0.01 n ist. An der anderen Seite der 
Membran wird eine Grenzschicht entstehen, in welcher 
c< 0.1/2 ist. Für KCl sowie für die meisten anderen Salze 
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nimmt das spezifische Gewicht der Lösungen mit steigen
der Konzentration zu. Die Grenzschichten werden deshalb 
schwerer als die 0.01 n, bezw. leichter als die 0.1 n KCl- 
Lösung. Ist nun ursprünglich die 0.1 n Lösung die obere, so 
werden zu beiden Seilen der Membran Konvektionsströme 
entstehen, und der hindurchdialysierende Stoff wird da
durch stetig von den Membranseiten fortgeführt. Ist aber 
ursprünglich die 0.1 n Lösung die untere, so werden solche 
Ströme nicht entstehen. Die Stoffmenge, die die Membran 
passiert hat, wird in diesem Fall nur mittels der in den 
beiden Lösungen stattfindenden Diffusion von den Mem
branseiten entfernt. Man muss demnach erwarten, dass der 
ursprüngliche Konzentrationsunterschied zwischen den bei
den Membranseiten am besten aufrechterhalten wird, wenn 
das KCl durch die Membran abwärts diffundiert.

Die Verhältnisse bei horizontaler Dialyse sind schwerer 
zu übersehen. Es müssen hier Konvektionsströme den Mem
branseiten entlang entstehen, und man wird deshalberwarten 
eine grössere Ähnlichkeit mit abwärtsgerichteter als mit auf
wärtsgerichteter Dialyse zu finden.

Das Resultat dieser Überlegungen ist in guter Überein
stimmung mit den in Fig. 2 gegebenen Messungen. Die 
Potentialwerte für wagerecht- und abwärtsgerichtete Dialyse 
fallen hier zusammen und liegen beträchtlich näher dem 
Anfangswert als es die Werte für aufwärtsgerichtete Dia
lyse tun.

4. Nachweis eines Schwerkrafteffektes auf die Dialyse
geschwindigkeit.

Ist die gegebene Erklärung richtig, so muss die Dialyse
richtung nicht nur einen Einfluss auf die Änderung des 
Membranpotentials haben, sondern die Wirkung auf der 
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Dialysegeschwindigkeit muss auch direkt nachweisbar sein. 
Diese Wirkung muss derart sein, dass die Dialyse am 
meisten gehemmt wird, wenn die 0.1 n KCLLösung die 
untere ist.

Versuche über den Einfluss der Orientierung des Systems 
auf die Dialysegeschwindigkeit wurden mit der in Fig. 1 
gezeigten Apparatur ausgeführt. Die leitende Verbindung 
mit den Elektroden wurde abgebrochen, und die Gummi
schläuche bei B' und B" mit Glasstopfen verschlossen. Ganz 
wie bei den Potentialmessungen wurden Messungen mit und 
ohne Bespülung der Membran ausgeführt. Die ersteren ge
statten eine Berechnung des DifTusionskoeffizienten von KCl 
in der Membran, die letzteren zeigen den Einfluss der Orien
tierung des Systems auf die Dialysegeschwindigkeit.

Bei den Versuchen mit Spülung traten gewisse Schwierig
keiten auf. Um messbare Konzentrationsänderungen zu er
reichen, war es notwendig eine und dieselbe Flüssigkeits
menge (etwa 40 cm3) mehrmals über die Membran strömen 
zu lassen. Die aus D', resp. D", ausströmende Lösung wurde 
deshalb in einem Messzylinder aufgefangen, in den Scheide
trichter F', resp. F", gegossen, und von neuem an die Mem
bran geführt. Bei dieser wiederholten Benutzung der Lö
sung war ein Verdampfungsverlust nicht zu vermeiden. Am 
Ende des Versuches wurde an beiden Membranseiten die 
ganze Flüssigkeitsmenge abgelassen und zusammen mit 
der zur Nachspülung gebrauchten Menge (etwa 10 cm3) 
gewogen. Der Konzentrationsunterschied zwischen dieser 
Lösung und der ursprünglichen wurde mittels eines Zeiss- 
Interferometers bestimmt. Die Kammer des Interferometers 
war 8 cm lang. Eine Einheit auf der Trommel (gleich eine 
hundertstel Umdrehung) entsprach einem Konzentrations
unterschied von 2.5 X 10~5 Molen KCl pro Liter. Die Ein
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Stellungsgenauigkeit betrug etwa 2 Trommeleinheiten. Für 
0.01 n KCl konnte somit eine Konzentrationsänderung von 
etwa 5°/oo, für 0.1 n KCl eine Änderung von etwa 0.5 °/oo 
bestimmt werden.

Aus dem Gewicht der Lösung, der Konzentrationsände
rung und der Versuchsdauer wurde die Anzahl Mole KCl be
rechnet, die pro Sekunde durch die Membran diffundiert war. 
Wegen des unvermeidlichen Verdampfungsverlustes wurde 
die Änderung für die 0.01 n Lösung ein wenig zu gross, für 
die 0.1 n Lösung ein wenig zu klein gefunden. Der Unter
schied der beiden Werte war jedoch nicht gross, so dass 
der Mittelwert als genau genug für die vorliegende Unter
suchung angesehen werden kann.

Die Versuche ohne Spülung wurden derart ausgeführt, 
dass zunächst während einer kurzen Periode beide Seiten 
der Membran sehr kräftig gespült wurden. Dann wurde 
gleichzeitig die Spülung an beiden Seiten abgestellt, und 
das System eine gewisse Zeit in Ruhe gelassen. Nach Ver
lauf einer passenden Zeit wurde beiderseits die Lösung 
völlig abgelassen. Gewicht und Konzentrationsänderung 
wurden wie oben bestimmt, und daraus die Anzahl Mole 
KCl berechnet, die durchschnittlich pro Sekunde die Mem
bran passiert hatte. Die Bestimmungen sind für kurze Ver
suchszeiten mit einer gewissen Ungenauigkeit behaftet, teils 
weil die Konzentrationsänderungen hier klein sind, teils weil 
die Zeit, die für Entleeren und Ausspülen gebraucht wurde, 
im Verhältnis zu der eigentlichen Versuchsdauer nicht klein 
ist. In den in Tabelle 2 gegebenen Zeiten ist diese Zeit 
(etwa 0.5—1 Minute) zu der eigentlichen Versuchsdauer 
addiert.

Aus Tabelle 2 sieht man, dass die ÆCZ-Menge, die pro 
Sekunde die Membran passiert hat, stets am grössten ist,

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XV, 5. 2
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Einfluss der Dialyserichtung auf die Dialysegeschwindigkeit.

Tabelle 2.

System 0.1 n KCl Pergamentpapiei 1 0.01 n KCl

cm* pro Minute 0.01 n KCl oben 0.1 n KCl oben

0.01 n KCl 0.1 n KCl
Versuchs 

dauer
- Mole/Sek.

108
Versuchs

dauer
Mole/Sek.

108

Pergamentpapier:
14.7 7.0 31'40" 2.6*
14.3 7.0 31'10" 3.4*
0 0 5'20" 1.9 5'30" 2.2
0 0 10'30" 1.5 10'30" 2.1
0 0 15'30" 1.5 15'30" 2.1
0 0 20'30" 1.5 20'30" 2 1

q = 3.14; 2d = 0.0135 cm Dm = 0.11 Dm == 0.14

Kollodiummembran :
5 5 35'20" 3.4*
8 8 36'05" 1.2

33 33 31'19" 3.2*
0 0 6'30" 3.3 6'00" 2.4
0 0 10'30" 2.1 11'00" 2.5
0 0 34'00" 1.2 31'00" 2.2
0 0 63'00" 0.7 61'00" 1.8

q = 3.14; 2 <5 = 0.0045 cm Dm = 0.044 0.047

Die gegebenen Dw-Werte sind aus den mit *) versehenen Zahlen be
rechnet.

wenn gespült wird. Der Einfluss der Dialyserichtung zeigt 
sich sowohl in Versuchen mit, als in Versuchen ohne Spü
lung. Bei den ersteren ist, wenn die Dialyse aufwärtsge
richtet ist, eine stärkere Spülung notwendig um die maxi
male Dialysegeschwindigkeit zu erreichen, als wenn sie 
abwärtsgerichtet ist. Bei den letzteren Versuchen wird die 
Dialyse am meisten gehemmt, wenn sich das KCl aufwärts 
bewegt. Die Bedeutung der Dialyserichtung für die Dialyse
geschwindigkeit ist somit gezeigt. Da aber die Dialysege- 
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schwindigkeit von dem Konzentrationsunterschied zwischen 
den Membranseiten abhängt, ist auch dadurch ihre Be
deutung für das Festhalten der ursprünglichen Konzentra
tionsverteilung und für ER gezeigt.

Aus dem Wert der Dialysegeschwindigkeit, der aus den 
Versuchen mit Spülung gefunden wurde, kann man den 
scheinbaren DifTusionskoeffizienten des Kaliumchlorids in 
der Membran berechnen. Die Berechnung wird ausgeführt 
als ob die Membran eine homogene Phase sei, nicht ein 
porenhaltiges Gerüst. Der Diffusionskoeffizient, /)v, ist durch

(6)

definiert, wo dS/dt die Anzahl Mole ist, die durch die 
Fläche q pro Zeiteinheit passiert, wenn dddx die Konzen
trationsänderung pro Längeneinheit angibt. Gewöhnlich 
wird als Zeiteinheit 24 Stunden, als Längeneinheit 1 cm 
gebraucht, während die Konzentration in Mole pro cm8 
angegeben wird. Ist N die Anzahl Mole KCl, die aus 0.1 n 
KCl in 0.01/7 KCl durch eine Membran von der Dicke 2 ä, 
und der Fläche q pro Sekunde diffundiert, so ist:

Dm = NX GO2 X 24-----~ 9.6 X 10H cm2 pro Tag.M q X 9 X 10 5 q 1 5

Aus den in Tabelle 2 angeführten Messungen mit einfachem 
Pergamentpapier ergibt sich DM — 0.14 cm2 pro Tag. Zum 
Vergleich sei genannt, dass Öholm1 für KCl, das bei 18° aus 
0.1/7 KCl in reines Wasser diffundiert, den Wert 1.4 cm2 
pro Tag angibt. Ein Versuch mit 4-fachem Pergamentpapier 
ergab DM = 0.29 cm2 pro Tag. Der letzte Wert muss als 
der bessere angesehen werden (vergl. Seite 28). Das Ver-

Öholm, L. W., Zs. physikal. Chem. 50 (1905) 309. 
2
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hältnis zwischen dem scheinbaren DilTusionskoeffizienten 
der Membran und dem DilTusionskoeffizienten der Lösung 
wird somit gleich 0.29:1.4 = 0.21 gefunden.

5. Zusammenhang zwischen dem geoelektrischen Effekt 
und dem spezifischen Gewicht der Lösungen.

Um eine weitere Bestätigung der ergebenen Erklärung 
zu bekommen, wurden Versuche mit A7/3-Lösungen, deren 
spezifisches Gewicht mit steigender Konzentration abnimmt, 
gemacht. Die gemessene Kette hatte die Zusammensetzung:

AB C D

HgCl, 0.1 n 0.01 n Pergament- 0.1 n 0.1 n KCl,
0.1 n KCl NH, A773 papier nh, HgCl

Die drei Übergangsschichten ohne Membran (A,B,D) 
wurden, wie auf Seite 9 beschrieben, hergestellt, indem in 
jedem Falle die spezifisch schwerste Lösung die untere war. 
Wegen der geringen Leitfähigkeit des NH,-Wassers konnte 
nur mit einer Genauigkeit von etwa 1 mV gemessen wer
den. Die folgenden Werte wurden für die EMK der Kette 
gefunden :

Zeit nach Abstellung der Spülung: 0 12 5
EMK, wenn 0.1 n NH3 unten ist: (20) 7 6 5
EMK, wenn 0.1 n NH, oben ist: (25) 11 7 4

10 20Min.
6 6 m V.
1 0 m V.

Im Gegenteil zu dem, was für Ketten mit KCl gefunden 
wurde, wird hier, wie erwartet, der ursprüngliche EMK- 
Wert am besten festgehalten, wenn die 0.1 n Lösung die 
untere ist.

Schon Brauner und Amlong haben den Gedanken gehabt, 
dass man aus einem Vergleich von /<CZ-Ketten mit Ketten mit 
A7f3-Wasser ersehen könne, ob Dichteunterschiede eine Rolle
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bei dem Entstehen des geoelektrischen Effektes spielen. Leider 
haben sie für ihre Untersuchung nicht das System: 0.01 n 
HX— Membran — 0.1 n IiX, sondern das Dobbelsystem : 0.01 n 
HX—Membran —0.1 n HX— Membran — 0.01 n HX gewählt. 
Aus der Tatsache, dass das untere Ende des Doppelsystems 
sowohl für HX = KCl, als für HX = NH40H positiv wurde, 
haben sie gefolgert, dass Dichteunterschiede für das Ent
stehen des Effektes belanglos seien. Dieser Schluss ist aber 
unberechtigt. Hat nämlich EM für die beiden Systeme ent
gegengesetztes Vorzeichen, so wird in beiden Fällen das untere 
Ende des Doppelsystems positiv werden.

Über das Vorzeichen von EM in der A773-Wasser-Kette 
geben weder die Messungen von Brauner und Amlong 
noch meine Messungen Auskunft. Da die ausgeführten Mes
sungen mit aller gewünschten Deutlichkeit die Bedeutung 
von Dichteunterschieden zeigen, war es für vorliegende Ar
beit nicht von Interesse den EM-Wert des A7/3-Wasser-Sy- 
stems zu bestimmen.1

6. Versuch einer Kontrolle des gemessenen Membran
potentials durch Bestimmung der Überführungszahl des 

Anions.
Da der maximale Wert des Membranpotentials, EM, eine 

für jedes System charakteristische Grösse ist, wäre es von 
Interesse, die aus dem Ew-Wert nach (2) berechnete Über-

1 Es ist wahrscheinlich, dass für die beiden untersuchten Ketten 
verschiedene Vorzeichen hat. Das Vorzeichen ist dadurch bestimmt, 
ob n_' kleiner oder grösser als 0.5 ist. Für KCl ist n_ etwa 0.5, und eine 
geringfügige Änderung durch Adsorption des Anions bringt n_' unter diesen 
Wert. Für A7/;j-Wasser dagegen ist die Beweglichkeit des OFU-Ions unge
fähr dreimal so gross wie die des ATH4+-lons, und selbst eine ziemlich 
ausgeprägte selektive Adsorption wird nicht ausreichen, um n_' kleiner als 
0.5 zu machen.



22 Nr. 5. Augusta Unmack:

führungszahl durch eine direkte Bestimmung zu kontrol
lieren. Leider zeigte es sich unmöglich in dieser Weise eine 
scharfe Kontrolle zu erhalten, weil die Überführungszahlen 
in 0.1 n und 0.01 n Lösung verschieden waren. Man muss 
sich deshalb darauf beschränken zu konstatieren, ob der 
berechnete Wert zwischen den beiden direkt gefundenen 
liegt.

Eine Abhängigkeit der Überführungszahl von der Kon
zentration ist auch von Michaelis1 für Kollodiummembranen 
gefunden. Je verdünnter die Lösung ist, um so grösser wird 
der Einfluss der Membran auf die Überführungszahl. Dieses 
Ergebnis ist durchaus verständlich. Wenn das Diffusions
potential durch Zwischenschaltung einer Membran geändert 
wird, ist die Hauptursache die, dass eine Anzahl der einen 
Ionenart von dem Membranmaterial adsorbiert wird und 
deshalb nicht an dem Elektrizitätstransport teilnehmen 
kann. Wenn auch die Anzahl der adsorbierten Ionen 
nicht von der Konzentration der Lösung unabhängig ist, 
darf man jedoch annehmen, dass die Anzahl haupt
sächlich durch die Grösse der Oberfläche des Membran
materials bestimmt wird. In einer verdünnten Lösung wird 
deshalb der Bruchteil, der von der betreffenden Ionenart 
adsorbiert wird, grösser sein als in einer konzentrierteren 
Lösung.2

1 Michaelis, L., Weech, A. A. und Yamatori, A. Journ. Gen. Physiol. 
10 (1927) 685.

2 Vergleiche Bethe, A. und Toropoff, T., Zs. physikal. Chem. 88 
(1914) 686.

Für die Bestimmung der Überführungszahlen wurde die 
gewöhnliche Apparatur (Fig. 1) benutzt, nur wurden die 
Bohre B' und B" mit Rohren von der in Fig. 1 b gezeigten 
Form ersetzt. Das Hartgummirohr wurde so gedreht, dass 
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die Membran senkrecht stand. Die Anode war aus blankem 
Silber, die Kathode aus Silber auf dem eine reichliche 
Menge Silberchlorid elektrolytisch ausgefällt war. Die Appa
ratur wurde mit der zu untersuchenden Lösung ganz ge
füllt. Die angelegte Spannung wurde so gewählt, dass die 
Stromstärke 0.1 bis 0.2 mAmp. betrug. Für 0.01 n KCl war 
eine Spannung von 220 Volt nötig. Dass diese Behandlung 
die Membran nicht schädigte, wurde durch Messung von EM 
vor und nach der Bestimmung der Überführungszahl kon
trolliert. Genau wie bei den Diffusionsversuchen strömte 
dieselbe Flüssigkeit mehrmals über die Membran. Am Ende 
des Versuches wurde an jeder Seite der Membran nicht 
nur die Lösung, die zirkuliert hatte, sondern auch die 
Lösung, die sich zwischen der Membran und dem Hahn 
befand, durch H abgelassen und zusammen mit der zur 
Nachspülung benutzten Lösung gewogen. Die Konzentra
tionsänderung wurde interferometrisch bestimmt. Ein Strom
durchgang wird an beiden Seiten der Membran eine Kon
zentrationsänderung bewirken, die von dem Unterschied 
der Überführungszahlen in der Lösung und in der Membran 
abhängt. Bei einer Elektrizitätsmenge von 1 Faraday werden 
der Seite der Membran, die der Kathode am nächsten ist, 
n_Äq.Cl durch die Lösung, (1—n_') Äq. K+ durch die 
Membran zugeführt werden. Gleichzeitig werden n_' Äq. CI 
durch die Membran, (1 — n_) Aq. K+ durch die Lösung fort
geführt. Das Resultat wird eine Vergrösserung der KCl- 
Menge von (n_—n_') Molen sein. An der anderen Seite 
der Membran muss eine ebenso grosse Abnahme der An
zahl Mole KCl stattfinden.

Wie bei den Diffusionsversuchen kann ein Verdamp
fungsverlust nicht vermieden werden. Es wurde gezeigt, 
dass die Verdampfungsverluste gleich gross waren, wenn 
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an beiden Membranseiten mit derselben Geschwindigkeit 
gespült wurde. Wird die Konzentrationsänderung für gleich 
grosse Volumina und bei gleich grosser Strömungsgeschwin
digkeit an beiden Seiten bestimmt, so wird deshalb die Ver
dampfung für die Bestimmung des Konzentrationsunter
schiedes zwischen den beiden Lösungen keine Rolle spielen. 
Für 1 Faraday bekommt man unabhängig von der Grösse 
des Verdampfungsverlustes einen Konzentrationsunterschied 
von 2(zi_ —zi_') 1000/V, wenn V das auf jeder Seite be
nutzte Volumen ist.

Die während eines Versuches gebrauchte Elektrizitäts
menge betrug 2 — 5x 10 0 Faraday. Die Menge wurde 
sowohl durch Ablesung der Stromstärke, sowie durch 
die hervorgerufene Konzentrationsänderung der Kathode- 
lösung bestimmt. Die Übereinstimmung beider Bestim
mungen war gut.

Aus der Elektrizitätsmenge, Q, und dem Konzentrations
unterschied, Ac, zwischen den Lösungen wurde n_ — n_' 
aus der Formel

Ac = 2 Q(n_-n_')1000/V (7)

berechnet. Für 0.1 n KCl wurde n_ — n_’ zu etwa 0.09, für 
0.01 n KCl zu etwa 0.24 gefunden. Da n_ gleich 0.50 gesetzt 
werden darf, ergibt sich für 0.1 n KCl: n ' = 0.41, für 
0.01 n KCl: n_' = 0.26.

Wird zz_' nach Formel (2) aus dem Wert EM 8.5 in V 
(siehe Tabelle 1) berechnet, so erhält man n_' = 0.43. Dieser 
Wert liegt nicht zwischen den beiden direkt bestimmten 
Werten. Der Wert 8.5 mV scheint somit zu klein zu sein. 
Einen zu kleinen E^-Wert wird man finden, wenn es 
nicht durch die Spülung gelingt das ganze Konzentrations
gefälle in der Membran zu halten. Wie Seite 28 näher 
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erörtert werden soll, ist es wahrscheinlich unmöglich, diese 
gewünschte Konzentrationsverteilung zu erreichen, wenn 
die Membran sowohl gut durchlässig, als dünn ist. Will 
man den E^-Wert für Pergamentpapier bestimmen, soll 
man deshalb am liebsten mehrere Schichten anwenden. Eine 
Bestimmung mit 4-fachem Pergamentpapier ausgeführt, ergab 
den höheren Ev-Wert 13.8 mV. Wird dieser Wert für die 
Berechnung benutzt, so findet man n_' = 0.38. Dieser Wert 
liegt, wie erforderlich, zwischen den beiden direkt bestimm
ten Werten. Vielleicht ist jedoch auch dieser Wert noch 
ein wenig zu gross.

7. Die Anwendung der Diffusionsgesetze auf membran
haltige Systeme.

Die obigen, qualitativen Überlegungen stehen in guter 
Übereinstimmung mit den Versuchsergebnissen. In Fällen, 
wo keine Konvektionsströme entstehen, können sie durch 
eine mathematische Behandlung ergänzt werden.

Die Untersuchungen fielen in zwei Gruppen: Die Ver
suche bei denen ein stationärer Zustand durch Spülung 
der Membranseiten erzeugt wurde, und die, bei denen das 
System dem Einfluss der Diffusion frei überlassen wurde.

a. Versuche mit Spülung. Die Konzentrationsverteilung 
ist eine stationäre.

Der Zweck dieser Versuche ist eine Bestimmung von EM. 
Mit der Spülung wird erstrebt, die Konzentration unterhalb 
der Membran gleich ct, oberhalb der Membran gleich c2 zu 
erhalten (ct > c2). Gelingt es, diese Konzentrationen überall 
ausserhalb der Membran zu bewahren, so wird sich die Kon
zentration in der Membran linear mit dem Abstand ändern. 
Ist die Dicke der Membran 2 ö, und wird = c0+ A, c2 = 
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c0'—A gesetzt, so wird man im Abstande x von der Mitte der 
Membran eine Konzentration haben, die durch

c = c0+Ax/J (8)
gegeben ist.

Gelingt es nicht, diese Konzentrationsverteilung zu er
zwingen, sondern ist das Resultat der Spülung dies, dass 
die Konzentrationen nicht ganz bis an die Membranseiten, 
sondern nur bis auf einen gewissen Abstand von der Mem
bran (sx resp. s2) konstant gehalten werden, so bekommt man 
anstatt EM einen durch (3) bestimmten EB-Wert. Wie gross 
die Abweichung von EM wird, hängt teils von der Kon
zentrationsverteilung des erreichten stationären Zustandes, 
teils von dem Wert n_ —n_' ab.

Die Konzentrationsverteilung in dem stationären Zustand 
ist durch

Dq Ct~ dt = kl)q C1 dt = Dq ~ C‘2 dt (9) 
•h 1 2Ô 1 s2

gegeben, wo D und kl) der DitTusionskoeffizient für KCl 
in der Lösung, bezwr. Membran ist. Ferner ist q die Fläche 
und 2 ö die Dicke der Membran, während c1', bezw. c2', 
die Konzentrationen an beiden Membranseiten angibt. Aus 
(9) findet man:

£/ = Cj+ (ci $2 + c2si)/2 d 
c2' c2 + k (ct s2 + C2 sx)/ 2 <5 ’

Der Ausdruck (10) zeigt, dass wenn k sehr klein ist, 
d. h. die Membran sehr undurchlässig ist, c/ : c2' annähernd 
gleich cx : c2 sein wird, auch wenn sx und s2 nicht klein 
sind. Die Wirksamkeit der Spülung ist in diesem Falle 
belanglos. Für besser durchlässige Membranen wird dagegen 
die Art der Spülung von entscheidender Bedeutung sein. 
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Nur wenn Sj und s2 beide klein gegen 2 d sind, wird c/ : c2' 
annähernd gleich : c2. Man ersieht ferner aus (10), dass 
s2 einen grösseren Einfluss auf c/: c2' hat als sr. Es ist 
somit wichtiger die Seite mit der verdünnteren Lösung gut 
zu spülen als die mit der konzentrierteren. Dieses Resultat 
stimmt mit den auf Seite 11 besprochenen Erfahrungen 
völlig überein.

Wird (10) mit (4) kombiniert, so bekommt man einen 
Ausdruck, aus welchem man ersehen kann, wie klein s1 und 
s2 sein müssen, um die Abweichung von EM unter einem 
gewissen Werte zu halten. Wird der Einfachheit halber 
st = s2 = s angenommen, so ist die Abweichung durch

KT ( q[c2+ Å\s(c1 + c2)/2d]
Eloge "" ~ ^c2[c1+/cs(c1+c2)/2d] (ID

gegeben. Für das System: 0.01 n KCl—Pergamentpapier — 
0.1 n KCl kann n_— n_' = etwa 0.12 gesetzt werden; (siehe 
unten). Wünscht man EM mit einer Genauigkeit von 1 mV 
zu bestimmen, so muss nach (11) s so klein gehalten 
werden, dass

Cx+frs (q + c^d >
c2 + ks (ct + c2)/ 2 d

wird. Für k wurde 0.29/1.4 = 0.21 gefunden (Seite 20). 
Die Dicke des Pergamentpapiers, 2d, war 0.135mm. Für 
das betrachtete System muss man deshalb

s< 0.089 X 2 doo 0.012 mm

haben, um EM— Eß<lmVz.u erreichen. Dieser fürs ge
fundene Wert ist von derselben Grössenordnung wie die 
Dicke, die für die festhaftende Schicht bei sehr kräftiger 
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Rührung aus Versuchen über Lösungsgeschwindigkeit ge
funden worden ist1. Es scheint demnach zweifelhaft, ob 
überhaupt selbst bei kräftiger Spülung ein so kleiner oder 
noch kleinerer s-Wert erreicht werden kann. Eine genaue 
Bestimmung von EM darf deshalb nur erwartet werden, 
wenn 2 ö durch Zwischenschaltung mehrerer Schichten ver- 
grössert wird. Hierdurch wird keine andere der in (11) ein
gehenden Grössen geändert. Benutzt man 4-faches Pergament
papier so muss s< 0.048 mm sein, damit EM-EB<lmV 
wird, was als erreichbar angesehen werden darf. Eine Mes
sung mit 4-fachem Pergamentpapier ausgeführt, ergab wirk
lich einen höheren Wert für EM. Bei einer Strömungs
geschwindigkeit von etwa 40 cm3 pro Minute wurde mit 1 
Schicht 8.5 mV, mit 4 Schichten 13.8 mV gefunden. Der 
letzte Wert muss wegen der besseren Versuchsbedingungen 
der richtigere sein. Wird er der Berechnung von n_' zu
grunde gelegt, so findet man n_' — 0.38. Für n_ — n_' ergibt 
sich dann der oben benutzte Wert 0.12.

In analoger Weise kann man berechnen wie gross s 
sein muss, damit Eu — ED < 1 mV ist. Wird (10) mit (5) 
kombiniert, bekommt man

Für 1 Schicht Pergamentpapier muss s demnach grösser 
als etwa 3 mm sein.

b. Versuche ohne Spülung. Die Konzentrationsverteilung 
ändert sich während des Versuches.

Der Zweck dieser Versuche ist der, die zeitliche Ände
rung von E (f) zu bestimmen. Die Versuche wurden auf die 
Weise ausgeführt, dass die Membranseiten zunächst bespült

1 Brunner, E. Zs. physikal. Chem. 47 (1904) 56. 
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wurden, so dass sich ein stationärer Zustand einstellte. 
In dem Augenblick, wo die Spülung abgestellt wird, fängt 
die Wirkung der Diffusion ausserhalb der Membran an. 
In beiden Lösungen folgt die Diffusion dem Gesetze:

dc _ d2c 
dt dx2

während in der Membran das Gesetz:

dc  t/2c  dzc 
dt M dx2 dx2

gilt. Unter der Annahme, dass die Spülung 
gewesen ist, dass das Konzentrationsgefälle anfangs ganz 
in der Membran liegt, soll die Lösung dieser beiden Glei
chungen so beschaffen sein, dass die folgenden Bedingungen 
erfüllt werden:

für t = 0 : c = c0 + A für x > + d; c = c0 — A für x < — d; 

c = Cq + x für — d < x < + d

für jedes t: c = c0 +A für re = + oc; c = c0 —A für x = —oo.

Nur wenn c/ und c2', d. h. die Konzentrationen an beiden 
Membranseiten sich zu beliebigen Zeiten aus diesen Glei
chungen berechnen lassen, ist ein Vergleich zwischen Mess
resultaten und Theorie möglich. Leider ist die exakte mathe
matische Behandlung eines Systems, wo für verschiedene 
Gebiete verschiedene Diffusionskoeffizienten gelten, sehr 
schwierig1, und für das hier vorliegende Problem wird das 
Besultat zu kompliziert, um eine numerische Auswertung 
zu erlauben. Auf einen solchen Vergleich muss deshalb hier 
verzichtet werden.

1 Vergl. Lowan, A. N., Heat conduction in a semi-infinite solid of 
two different materials. Duke Math. Journ. 1 (1935) 94.

(13a)

(13b)

so wirksam
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Für grosse Versuchszeiten, wo die Dicke der Membran 
klein ist im Verhältnis zu dem Abstand zwischen den Ebe
nen, wo die Konzentrationen c0 + A, resp. c0 — A, sind, 
liefert die in Frank und v. Mises, Die Differential- und 
Integralgleichungen der Mechanik und Physik (Bd. II S. 582 
Ausg. 1936), gegebene Lösung für »Diffusion durch ein Dia
phragma« eine Annäherung. Das dort betrachtete System ist 
folgendes : Zwei Lösungen von verschiedenen Konzentrationen 
sind an der Ebene x = 0 durch eine unendlich dünne Mem
bran voneinander getrennt. In beiden Lösungen ist der 
Diffusionskoeffizient gleich I). Die Diffusionsgeschwindig
keit durch die Membran ist dadurch gegeben, dass infolge 
der Stetigkeit des Diffusionsflusses in der Ebene x = 0 
folgende Gleichungen bestehen müssen :

DÈ = D,(^) = DÈ- <14)
Für eine Membran von endlicher Dicke wird D' eine Grösse 
sein, die sowohl von der Dicke als von dem Diffusions
koeffizienten der Membran abhängt. Mit den hier benutzten 
Bezeichnungen wird D' = I)Ml2ö = kD/2ö.

In das in dieser Arbeit betrachtete System ist für / = 0:
Ci = c0+ A und c2 = Co—A. Werden diese Werte in die 
Frank-v.MiSEs’sche Lösung eingesetzt, so erhält man für 
x = +0 : c/ = c0 + A • a, für x = — 0 : c2' = c0 — A ■ a, wo
a durch

gegeben ist. Mit t// wird das GAUSs’sche Fehlerintegral be
zeichnet, d. h.
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In Fig. 3 sind die experimentell gefundenen Punkte 
der E(f) -t- Kurve für 4-faches Pergamentpapier und für 
eine Kollodiummembran eingezeichnet. Zum Vergleich sind 
die Kurven eingezeichnet, die man durch Kombination von 
(4) mit (15) berechnet. Für t> 10 Min. gibt die Berechnung 
in beiden Fällen eine gute Übereinstimmung mit den experi
mentellen Kurven, wenn man die folgenden Werte für n_'

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 Min.

■
■o

\O

XD
----------«—O----- --»....... o..........o

—®....... -e.........
— ®...... - -®-8

Fig. 3. Die zeitliche Änderung des Potentials im Systeme 0.01 n KCl — 
Membran — 0.1 n KCl bei aufwärtsgerichteter Dialyse.

Kurve A berechnet für n_— n_' = 0.20; (k |/D/<f)2 — 0.017. O gemessene 
Werte für Kollodiummembran II.

Kurve B berechnet für n_ — n_z = 0.13; (A| D/cf)2 = 0.095. Q) gemessene 
Werte für 4-faches Pergamentpapier.

und für 4 D'2lD benutzt: für 4-faches Pergamentpapier: 
n_—n_' = 0.13 und 4 D'2/D = 0.095, für die Kollodiummem
bran: n_—n_' = 0.20 und £D'2lD = 0.017. D ist nach 
Öholm1 gleich 0.14 cm2/Tag oder etwa 10~"3 cm2/Min. Durch 
Einsetzung dieses Wertes und der Wert der Membrandicken 
in dem Ausdruck: 4 D'2lD = k2D/ö2 lassen sich die k-Werte 
der beiden Membranen berechnen. Die Dicke ist für 4-faches 
Pergamentpapier mit 0.0630 cm und für die Kollodiummem
bran mit 0.0045 cm gemessen worden. Die entsprechenden 
/c-Werte sind: für das Pergamentpapier 0.31, für die Kollodium
membran 0.009. Die direkte Bestimmung ergab für 1-faches

1 loc. cit.
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Pergamentpapier 0.10, für 4-faches Pergamentpapier 0.21. 
Wahrscheinlich ist der wirkliche A-Werl dann noch etwas 
höher. Für die Kollodiummembran wurde etwa 0.010 ge
funden. Die Übereinstimmung ist in beiden Fällen be
friedigend.

Für abwärts gerichtete Dialyse ist eine mathematische 
Behandlung undurchführbar. Werden die ursprünglichen 
Konzentrationen durch Spülung an beiden Membranseiten 
aufrechterhalten, muss man zwar annehmen, dass ein 
stationärer Zustand entsteht, in welchem die durch die 
Membran pro Zeiteinheit passierende Stoffmenge gleich der 
ist, die mittels Konvektion und Diffusion entfernt wird. 
Die Geschwindigkeit, mit der die Entfernung durch Kon
vektion stattfindet, ist wahrscheinlich eine Funktion des 
spezifischen Gewichtes in Abhängigkeit von der Konzentra
tion. Die Art dieser Funktion ist aber nicht bekannt, und 
eine Berechnung deshalb nicht durchführbar. Man kann 
jedoch einsehen, dass man nur dann messen kann, 
wenn die Gebiete, in welchen sich die Konzentrationen ct 
und c2 einstellen, bis nahe an die Membran reichen, da 
sonst ein beträchtlicher Teil des Konzentrationsgefälles in 
der Lösung liegt.

Für Versuche ohne Spülung scheint es möglich, dass 
der Verlauf der E^-Kurve von den Dimensionen der Appa
ratur abhängig ist. Die Messungen zeigen, dass ein gewisses 
Konzentrationsgefälle in der Membran längere Zeit auf
rechterhalten wird. Die Dauer dieses Festhaltens wird wahr
scheinlich um so grösser sein, je weiter der Abstand der 
Membran von den beiden Enden des Bohres ist. Der fest
gehaltene E(^)-Wert ist immer beträchtlich kleiner als der 
EM-Wert. Beispielsweise ist für das System 0.1 n KCl- 
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Pergamentpapier-0.01 n KCl der festgehaltene Wert etwa 
4 mV, während der Anfangswert 8.5 mV, und der wirkliche 
Ew-Wert mindestens 13.8 mV betrug. Der Wert 4 mV ent
spricht einer Konzentrationsverteilung mit c1':c2/ etwa gleich 2.

Die früher besprochenen Messungen von Michaelis und 
Fujita sind alle derart ausgeführt, dass die von ihnen 
gemessenen E-Werte nicht, wie sie selber annehmen, EM- 
Werte sind, sondern eher diesen längere Zeit konstanten 
E (^)-Werlen entsprechen. Eine Ausnahme bilden jedoch 
ihre Messungen mit sehr undurchlässigen Membranen, bei 
welchen E (|) wahrscheinlich gleich E v ist.

8. Über die Grösse der Effekte, die durch Zwischen
schaltung einer Membran entstehen.

Die Wirkung der Zwischenschaltung einer Membran 
muss von der Art der Membran sowohl als von der Art 
der Lösungen abhängen.

Betreffend der Abhängigkeit der Art des gelösten Salzes 
sei nur auf die Arbeiten von Michaelis und Fujita und 
von Brauner verwiesen, durch welche gezeigt ist, dass die 
am wenigsten adsorbierte der beiden Ionenarten den grös
seren Einfluss auf das Potential hat.

Über die Bedeutung der Membranart und der Konzen
tration der Lösungen kann für ein gegebenes Salz folgen
des gesagt werden: Für jedes System ist das charakteris
tische Membranpotential, E}[, durch (3) gegeben. Aus 
dieser Formel folgt, dass für einen gegebenen Wert von 
cx : c2 das Potential um so grösser wird, je kleiner n ' 
ist. n ', die Überführungszahl des Anions in der Membran, 
hängt nicht nur von der Art des Salzes und von der Mem
bran ab, sondern auch von den absoluten Werten der Kon-

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XV,5. 3
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zentrationen. Je verdünnter die Lösungen sind, und je 
selektiver das Adsorptionsvermögen der Membran für die 
eine Ionenart des betreffenden Elektrolyten ist, um so grös
ser wird der numerische Wert von EM. Für eine gegebene 
Membran steigt also Eu mit wachsender Verdünnung der 
Lösungen. Werden mehrere Membranen von demselben 
Materiale verglichen, so muss ein selektives Adsorptionsver
mögen sich um so stärker geltend machen, je enger die 
Poren sind, d. h. je undurchlässiger die Membran ist. Für 
gut durchlässige Membranen ist gewöhnlich n ' ungefähr 
gleich n , für sehr undurchlässige Membranen wird dage
gen entweder n ' oder 7?+' annähernd gleich Null sein. 
Die grössten Ew-Werte muss man deshalb bei Messungen 
mit undurchlässigen Membranen erwarten.

Die Dicke der Membran spielt für den Ew-Wert theore
tisch keine Rolle, praktisch ist bei gegebenen Versuchs
bedingungen E\f um so genauer zu messen, je dicker die 
Membran ist.

Die Grösse des geoelektrischen Effekts ist dadurch be
grenzt, dass er kleiner als EM~ED sein muss, weil er ja 
durch den verschiedenen Verlauf des Überganges von Ev 
zu En entsteht. Für gut durchlässige Membranen, wo der 
genannte Unterschied klein ist, muss der geoelektrische 
Effekt deshalb auch klein sein. Wenn für ein System 
Em—Ed gross ist, ist es jedoch nicht sicher, dass GEP 
messbar ist. Für sehr undurchlässige Membranen ist die 
Stoffinenge, die selbst während langer Zeiten die Membran 
passiert, so gering, dass ein Unterschied in der Geschwin
digkeit, mit welcher sie entfernt wird, belanglos ist. In 
einem solchen Fall wird GEP trotz einem grossen Wert von 
Em—En verschwindend klein. Während somit die grössten 
EM-Werte für undurchlässige Membranen zu erwarten sind, 
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muss man die grössten GEP-Werte bei einer gewissen 
mittelgrossen Durchlässigkeit der Membranen erwarten.

Dieser Zusammenhang zwischen Permeabilität und GEP 
ist schon von Brauner1 experimentell nachgewiesen worden.

Rein schematisch können die Membranen in drei Grup
pen eingeordnet werden.

1. Sehr undurchlässige Membranen:

kD cv 0; n_' oder n+' oo 0.

EM—ED ist gross. Em ist leicht messbar (siehe Formel 
(11)) und geht sehr langsam in En über. GEP ist klein.

2. Membranen von mittlerer Durchlässigkeit: 

0<kd<I); G<n—n'<n oder 0<n+—n+'<n+.

Em—Ed ist gross. Em ist nur bei gewissen Vorsichtsmass
regeln messbar (Spülung, mehrfacher Membran). Die 
Änderung von EM bis ED dauert einige Stunden bis einen 
Tag. GEP ist gross, weil die Änderung von E (f) und E (^) 
mit verschiedener Geschwindigkeit stattfindet.

3. Leicht durchlässige Membranen:
kD c^l); n —n_'w 0.

Em—Ed ist klein. EM ist praktisch unmessbar. ED wird 
sowohl für E (f) als für E (|) schnell erreicht. GEP ist 
klein.

Fig. 4 gibt die Eß-GKurven für drei Kollodiummembra
nen, eine von jeder der genannten Gruppen an. kl) für 
KCl ist nicht bestimmt worden. Für die Charakterisierung 
der Membranen sind die drei von Bjerrum und Manegold2 
empfohlenen Grössen benutzt. Es sind diese:

1 loc. cit. (1928).
2 Bjerrum, N. und Manegold, E., Kolloidchem. Zs. 42 (1927), 97.

8
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Dh q, die Durchlässigkeit für Wasser in cm3 pro cm2 Fläche 
pro Sekunde bei einem Überdruck von 1 cm Wasser
säule.

dM, die Dicke der Membran in cm angegeben.

IV, das Wassergehalt in g H2() pro cm3 der wassergefüllten 
Membran.

Fig. 4. Die zeitliche Änderung des Potentials im Systeme:
0.01 n KCl — Kollodiummembran — 0.1 n KCl.

Membran 1:  O 0.1 n KCl unten; O' 0.1 n KCl oben.
Membran II: .... ô 0.1 n KCl unten; Q 0.1 n KCl oben.
Membran III : ... 0.1 n KCl unten ; P 0.1 n KCl oben.

Für die drei Kollodiummembranen hatten diese Grös
sen die Werte:

DHîO' 10' djj * 103 W

Membran 1 1.72 6.7 0.70
Membran II 0.14 4.5 0.40
Membran III 0.04 5.5 0.098

9. Die Bedeutung der Membraneffekte bei der Messung 
galvanischer Ketten mit zwischengeschalteter Membran.

Dass Potentialunterschiede in membranhaltigen Syste
men entstehen können, und dass diese in einigen Fällen 
stundenlang beinahe konstant bleiben, ist eine Tatsache, 
auf die man achten muss, wenn man mit solchen Syste-
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men arbeitet, Die Bedeutung der Membraneffekte soll des
halb für drei Beispiele diskutiert werden.

1. Messung von DoNNAN-Potentialen.
Das DoNNAN’sche Membranpotential ist der Potential- 

unterschied, der sich zwischen den beiden Seiten einer 
Membran einstellt, wenn diese zwei Lösungen trennt, von 
denen die eine ein Ion enthält, für welche die Membran 
undurchlässig ist1.

Da man bei solchen Messungen die Einstellung des 
Gleichgewichtes zwischen den beiden Lösungen abwartet, 
wird es keine Rolle spielen, ob EM mehr oder weniger von 
ED abweicht. Höchstens mag davon die Rede sein, dass 
der schnellere oder langsamere Übergang des einen Wertes 
in den anderen die Einstellung des endlichen Potentials 
verzögert. Die Membran darf deshalb nicht undurchlässiger 
als notwendig gewählt werden, und muss jedenfalls für 
alle einfachen Ionen gut durchlässig sein.

2. Messung von galvanischen Ketten mit zwischen
geschaltetem Agar-Heber.

Fujita2 hat gezeigt, dass die Zwischenschaltung einer 
Agarmembran das Diffusionspotential zwischen zwei Lö
sungen desselben Salzes ändert. Wenn auch seine Versuchs
anordnung sehr von den Verhältnissen abwich, die herr
schen, wenn zwei Lösungen mittels eines Agar-Hebers ver
bunden sind, muss man doch erwägen, ob nicht durch den 
Gebrauch eines solchen, unerwünschte Potentialunterschiede 
entstehen können.

1 Die Membranpotentiale, die von Michaelis gemessen sind mit Mem
branen, die für einfache anorganische Anionen undurchlässig waren, sind 
somit auch als Donnan-Potentialen anzusehen. Siehe: Michaelis, L. Journ. 
Gen. Physiol. 10 (1927) 579.

2 Fujita, A. Biochem. Zs. 162 (1925) 245.
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Durch die Zwischenschaltung des Hehers beabsichtigt 
man, dasselbe Diffusionspotential zu erhalten, wie bei 
Zwischenschaltung einer konzentrierten KCZ-Lösung. Für 
diesen Zweck ist die übliche Arbeitsmetode nicht geeignet. 
Man arbeitet gewöhnlich so, dass das Glasrohr, das mit 
dem KCZ-haltigen Agar ganz gefüllt ist, in den beiden zu 
verbindenden Lösungen hineintaucht. Bei dieser Anordnung 
wird das KCl, das in der Lösung hinausdiffundiert, durch 
Konvektionsströme entfernt werden. Bewirkt nun das Agar- 
Heber einen messbaren Membraneffekt, so wird dieser 
mittels der Konvektionsströme aufrechterhalten. Die An
ordnung zeigt sich somit als unzweckmässig. Eine zweck
mässigere Anordnung erhält man, wenn das Rohr, dessen 
Öffnung aufwärtsgerichtet ist, nicht ganz mit dem KCl- 
haltigen Agar gefüllt wird. In dem agarfreien Ende des 
Heberrohrs wird sich dann eine Schicht konzentrierter 
KCZ-Lösung allmählich ausbilden. Noch besser ist es, den 
Agar mit einer dünnen Schicht gesättigter KCZ-Lösung zu 
bedecken. Diese Anordnung ist der von Michaelis und 
Fujita1 vorgeschlagenen sehr ähnlich. Sie tauchen das Agar- 
Heber iii eine Elektrodelösung, die an KCl gesättigt ist. Die 
in vorliegender Arbeit empfohlene Methode hat den Vorteil, 
dass man durch sie eine zylindrische Symmetrie der 
Diffusionsschicht erhält, was nach Guggenheim2 für die 
Erreichung konstanter und reproduzierbarer Werte wich
tig ist. Diese Symmetrie fehlt sowohl bei der üblichen 
Arbeitsweise als bei der MiCHAELis’schen Anordnung.

3. Versuche einer experimentellen Realisation der Ver
hältnisse, die der Pi.ANCK’schen Formel für das Diffusions
potential entsprechen.

1 Michaelis, L. und Fujita, A., Biochem. Zs. 142 (1923) 398. 
Guggenheim, E. A., Journ. Am. Chem. Soc. 52 (1930) 1315.
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Planck1 hat eine Formel zur Berechnung des DifTu- 
sionspotentials zwischen zwei Lösungen gegeben. Die For
mel setzt voraus, dass ein stationärer Zustand zwischen 
den beiden Ebenen A und B durch Diffusion aufrechter
halten wird, während sich ausserhalb A die Lösung I, 
ausserhalb B die Lösung II befindet. Dieser Fall ist ex
perimentell kaum realisierbar. Bjerrum3 hat darauf auf
merksam gemacht, dass man die gewünschte Situation 
durch die Bespülung beider Seiten eines Diaphragmas er
reichen könne, und Guggenheim3 hat Messungen für HCl 
gegen KCl mit einer Kollodiummembran als Diaphragma 
ausgeführt. Das Potential zeigte sich bei diesen Messungen 
etwas abhängig von den Strömungsgeschwindigkeiten, und 
der gefundene Werl stimmte nicht ganz mit dem berech
neten überein.

Nach den obenerwähnten Ergebnissen ist dies Resultat 
nicht erstaunlich. Obwohl die von Guggenheim benutzte 
Membran gut durchlässig war4, wird doch vielleicht n ' 
etwas verschieden von n sein. Der unter Spülung gemes
sene E-Wert wird dann nicht E/;, sondern ein Wert zwi
schen Em und Ed sein.

Das PLANCK’sche Potential lässt sich demnach nur mes
sen, wenn man ein Diaphragma hat, das die Überführungs
zahlen der anwesenden Ionen nicht ändert. Die Dicke des 
Diaphragmas ist dann theoretisch belanglos. Man darf 
jedoch nicht vergessen, dass die dünne Schicht ausserhalb 
des Diaphragmas, in welcher durch die Spülung eine 
Mischungsschicht entsteht, so klein wie möglich im Ver-

1 Planck, M., Wied. Ann. 39 (1890) 161.
2 Bjerrum, N., Zs. Elektrochem. 17 (1911) 58.
3 loc. eit.
4 Die Membran war eine der Marke »fein« von der Vereinigung Göt

tinger Werke. Für diese Marke liegt zwischen 75 und 400. 
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hältnis zu dem Gebiet, wo nur Diffusion stattfindet, sein 
muss. Darum ist es zweckmässig ein nicht zu dünnes 
Diaphragma zu benutzen.

Es ist mir eine Freude die Gelegenheit zu benutzen, 
dem Vorstand des Laboratoriums, Professor Dr. Niels 
Bjerrum, für die Anregung zu dieser Arbeit, sowie für 
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lichst zu danken. Für bereitwillige Hilfe bei der Diskus
sion der mathematischen Probleme bringe ich den Herren 
Dr. Rich. Petersen und Dr. W. Fenchel meinen besten 
Dank.

Das chemische Laboratorium der königlich tierärztlichen und landwirt
schaftlichen Hochschule. Kopenhagen. Juni 1937.

Færdig fra Trykkeriet den 30. December 1937.



Det Kgl. Danske Videnskabernes Selskab.
Mathematisk-fysiske Meddelelser. XV, 6.

Hg-DYNAMICS I
THEORY OF THE LAMINAR FLOW OF AN ELECTRIC
ALLY CONDUCTIVE LIQUID IN A HOMOGENEOUS 

MAGNETIC FIELD

BY

JUL. HARTMANN

KØBENHAVN
LEVIN & MUNKSGAARD

EJNAR MUNKSGAARD

1937



Printed in Denmark, 
Bianco Lunos Bogtrykkeri A/S.



Introduction.
Hg-I)ynamics. In 1918 the author designed a new

pump, the electromagnetic pump, for use in connection 
with the so-called jet-wave rectifier. The pump is shown 
in fig. 1. Between the pole pieces NS of a strong electro- .
magnet a gap is formed. The surfaces of the pole pieces,
which form the walls of the gap, 
insulating coating, and the gap is 
closed above and below by two elec
trodes We will assume that
the channel thus formed is inserted 
at such a point in a hydrodynamic 
circuit with mercury, that it is al
ways kept filled with this liquid. If, 
then, an electric current is passed 
through the gap from one electrode 
to the other the interaction between 
this current and the field will pro
duce a “hydromotive force” in the

Fig. 1. Electromagnetic 
Pump.

are covered with an

direction of the axis of the channel, i. e. the apparatus will
act as a pump. It is, as a matter of fact, at the same 
time an electromotor and a pump, the armature of the
motor being the liquid to be transported by the pump.

The invention is, as will be seen, no very ingenious one, 
the principle utilized being borrowed directly from a well 
known apparatus for measuring strong magnetic fields.
Neither does the device represent a particularly effective 
pump, the efficiency being extremely low due mainly to the 

1
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large resistivity of mercury and still more to the contact 
resistance between the electrodes and the mercury. In spite 
hereof considerable interest was in the course of time be
stowed on the apparatus, firstly because of a good many 
practical applications in cases where the efficiency is of 
small moment and then, during later years, owing to its 
inspiring nature. As a matter of fact the study of the pump 
revealed to the author what he considered a new field of

Fig. 2. Perpendicular Combination of homogeneous hydrodynamic, elec
tric and magnetic Fields of Flow.

investigation, that of the flow of a conductive liquid in a 
magnetic field, a field for which the name Hg-dynamics 
was suggested \

In the electromagnetic pump of the simple form de
scribed above we have to do with the system indicated in 
fig. 2. In the space confined between the pole pieces NS 
and the electrodes E2 two homogeneous fields perpen
dicular to each other may be set up: a magnetic field and 
an electric current field. If the space forms part of a 
hydrodynamic circuit with mercury a third homogeneous 
— or nearly homogeneous — field perpendicular to the 
two others may be created, viz. a liquid current field. The 
theory of the electromagnetic pump is the theory of the

1 Fourth International Congress for Applied Mechanics. Cambridge 
1934. Abstracts of Papers p. 40.
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interaction of these three fields and Hg-Dynamics in its 
general form is the theory of the same three fields in every 
possible combination, each of the fields being free to vary 
as well in space as in time.

It will at once be gathered that the complete analytical 
solution of the problems of Hg-dynamics is as a rule pre
cluded. The distribution over the liquid medium of velocity, 
pressure, electromotive force, electric current, magnetic 
field intensity etc. is given by the combination of the 
ordinary hydrodynamical equations: — the equations of 
momentum and the equation of continuity — with the 
general equations of electrodynamics: — Faraday’s Law of 
induction, Biot and Savart’s Law, Ohm’s Law, the Induc
tion Law for moving conductors — the distribution being 
furthermore governed by the various mechanical, electric 
and magnetic boundary conditions. In spite of the tremen
dous intricacy of the analysis certain problems can be 
solved — exactly or approximately — because of their 
comparatively great simplicity. Other problems, while not 
susceptible of any theoretical analysis, nevertheless demand 
solution — owing to the interest attaching to them — and 
consequently attain solution through experimental analysis.

One of the problems which is capable of a fairly com
plete theoretical analysis under certain simple conditions 
is the laminar How of a conductive liquid in a homo
geneous magnetic field. An example of the other class of 
problems not accessible to such analysis is the turbulent 
flow of a conductive liquid in a homogeneous magnetic 
field1. Both problems have a bearing on the electromagne- 

1 It may here be stated that it was precisely the search for a means 
of influencing the turbulence of a liquid flow that led to the realisation 
of the existence of the new field of research, the field of Hg-Dynamics.
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tic pump. The former is dealt with in the present theore
tical paper. The experimental verification of the theory will 
be given in a following publication.

The author is indebted to several of his collaborators 
for suggestions in connection with the discussion of the 
problem dealt with in the present paper and other related 
problems. He particularly desires to thank Mr. Lögstrup 
Jensen for valuable assistance. He acknowledges with 
gratitude the receipt of financial aid granted by the Trus
tees of the Carlsberg Foundation in connection with the 
completion of the present work.
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1. Differential Equation for the Velocity Distribution 
across a rectangular Channel with conductive 

Top and Bottom.
A channel with a rectangular cross-section, tig. 3, is 

considered. The width 2 a of the section is assumed small 
compared to the height h. In accordance herewith the

a b
Fig. 3 a—b. Channel with rectangular Cross-Section.

w h—2 a —*1

/ dx

ez
!

H

X1*'

dx

:

k
V

effect of the upper and lower walls on the flow is neg
lected. These walls are formed of a highly conductive 
material, while the liquid of the flow is mercury. The 
magnetic field H is supposed to be perpendicular to the 
side walls of the channel.

The theory of the laminar flow with no field put on 
is well known. One cm.2 of a layer of thickness dx will

G? 2 P
be acted on by a resultant frictional force q , .> -dx in the 

' dx“
direction of the flow, v being the velocity of the liquid and 
q the viscosity of the same. This force is compensated by 

a pressure drop y- dx, L being the length of the channel
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from which

and p the total pressure required to drive the liquid through 
the channel. So

(2) v = -4(a2-x2), (2a) V = \ uhdx = |Tia3,
2^L J_a 3

V being the volume flow of the fluid. Hence there would 
be a parabolic velocity distribution across the channel.

Now, with the field on, electromotive forces are induced 
in the various layers, the force in an arbitrary layer being

(3) ex = \Q~^vxhH Volt.

The electromotive forces will give rise to a current dis
tribution determined as follows. Let the voltage difference 
between the bottom and the top of the channel be E, then 
for an arbitrary layer the current 1 vdx, I x, being the cur
rent density, is determined by

(4) E + ex = IxdxLx--^ = Ixxh,

x being the specific resistance of the liquid.
Again the total electric current flow from the bottom 

to the top is zero, i. e.

p+a
(5) \ Ixdx = 0.

—a

Introducing the expression for Ix taken from (4) into (5) 
we get

(6) \ (E + ex) dx = 0

v— a
or
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(7)

em being the mean value of the electromotive force. So 

<8) Ix== Th ^~e'^ = 10 8 ? Û^-%) Amp./cm2

where
p+ a

(9) = Ia\V^dx-

v~a

Now the pressure gradient to which the interaction of the 
current and the field gives rise is

and so the total pressure drop in the layer is /), L i. e.

It is tending to hamper the motion of the flow while the 
frictional force tends (formally) to speed up the motion. 
So it will be gathered that the pressure required to main
tain the flow is now determined by 

or by

v being written instead of vx. This equation determines the 
steady velocity distribution after the magnetic field is put on.
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We will assume that with no field put on there 
is a steady flow characterised by

(14) v = ~~ (a2 — x2).

Then, suddenly, the magnetic field is set on. We ask 
for the current distribution at the first moment when 
the velocity distribution is still unaltered. The current 
distribution is determined by

(15)
where

(16)

Introducing v and vm taken from the first and the 
third formula into (15), we find

(17)

Finally the electromagnetic pressure gradient is deter
mined by

We may consider an arrangement for which a = 
0.125 cm., z = 10-4 Ohm-cm., q — 0.0159 (c. g. s.), 
H — 104 Gauss (Liquid: Mercury). With these values 
the formulae (14), (15) and (18) become

v = 31.4 -(1.56-IO“2-x2) cm./sec.

Z = 31.4 J -(0.520-10 2—x2) Amp./cm.2

= 31.4-103 £--(0.520-10 2-x2) dyne/cm.2.
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In the middle plane x = 0 all the three quantities 
are maximum. Their values are

pmax = 0-490 cm./sec.,

Anax = 0-163 AlnP-/Cnl-2>

Pe, max = 163 £ dyne/cm2.

Fig. 4. Distribution of Velocity, Current and electromagnetic Pres
sure Gradient at the Moment the Field is set on.

Thus, it is seen, that at the first moment the electro
magnetic pressure gradient is 163 times greater than 
the hydrodynamic pressure gradient required to main
tain the viscous flow. Fig. 4 shows graphically the 
distribution of the quantities v/ph, I/ph and pjph, 
where ph = p/L.



12 Nr. 6. Jul. Hartmann:

2. Solution of the Differential Equation for the 
Velocity Distribution.

The differential equation determining the velocity dis
tribution across the channel was

where C is an unknown constant, (2) may be written

the solution of which is

(7)
B+C zv i zv — AxCre + C2e

From the two conditions

(8) v = 0, when x = ± a
it is found that

(9)

hence

B + C 1
4 2 .4a , —.4ae + e 

(10)
B+C /

A2
+
+ e~ /

v 1
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Inserting this expression into (5), the following equation 
for the determination of C is derived

(U)

from

(12)

A2
2 a

which

Ç+nB + C
? A2

Ax 
e
Aa 

e
dx

C = B
Aa i —Aa e + e
Aa —Aae — e

C,

Introducing into (10) we obtain the final formula for v:

(13) v
Aa i -Aa / Ax . —Ax'Ba e + e ( 1 e + e

A Aa — Aa \ Aa . —AaA e — e v e -j- e

or in hyperbolic functions

(14)
Ba cosh A a — cosh Ax
A sinh Aa

3. Influence of the magnetic Field on the Velocity 
Distribution.

We may now, first of all, discuss the influence of the 
magnetic field on the velocity distribution across the rect
angular duct. Assuming in the first instance that Aa — z0 
is markedly smaller than unity we may in the formula 
(13) of the preceding paragraph develop the exponential 
terms in series. Neglecting terms of a higher power than 
the fourth we find

7 2 2 _l/7 4

zo Z 12

o 7 _i_ £o_ 2z°+ 3

. This formula may be written

(1)

stands forwhere

Ba2
v = ----

P
2qL

• (a2 — æ2) ( 1 — f2 ” æ2))
(2) v
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from which the average velocity over the cross-section is 
found to be

On comparing formula (2) to formula (2) of paragraph 1 
it is seen that the effect of the magnetic field, when 
Aa « 1, is to reduce the velocity of each layer of the flow 
slightly (and so also the average velocity). Let da = 0.5, 
then the reduction of the central velocity (x = 0) is, as 
will be seen, about 2 p. c. and that of the average velocity

II2,about 1.7 p. c. Now A2 a2 = 10~9 -a2. So, with Aa = 0.5,q z
H2 a2 = ^-10y. With mercury x = 10—4 Ohm • cm. ap- 

proximately and = 0.0160 c. g. s. In case of a = 0.125 cm. 
we find that H must be equal to 160 Gauss to make 
Aa — 0.5. With a 10 p. c. solution of NaCl = 0.01 c. g. s. 
and x = 8.25 Ohm • cm. approximately from which Ha — 
4.55-10’ with Aa — 0.5. So, if H is taken to be 1000 Gauss 
a must be chosen equal to 0.445 cm. in order to make 
Aa = 0.5.

Now, if on the other hand Aa is very large so that 
e 'la is quite negligible compared to eAa, a great change in 

the average velocity of the flow and at the same time in 
the velocity distribution may ensue. The average velocity

Q
*s eflua^ 1° .2 (paragraph 2, equation (5)). So from the 

formula (12) of paragraph 2 it follows that, under the 
conditions referred

(4)

or approximately
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The average velocity with no field on is

(6)
Hence

(7)

Fig. 5. Velocity Distributions when the Flow has become steady.

With mercury, with a — 0.125 cm. and H = 10000
Gauss Aa = 31.3 and eAtl = 38.0-10t2 while e~Aa is ex
tremely small. So the condition for the approximation is

amply fulfilled and we find —— = 10.45. Thus
%-2

case considered the average velocity is reduced to

in the

the field, it being assumed that the pressure gradient is 

kept unchanged. At the same flow of liquid - .

Thus in our example the pressure gradient must with the 
field on be 10 times what it is with no field on in order 
to produce the same flow.
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Finally fig. 5 represents the velocity distribution over 
one half of a 0.250 cm. wide channel corresponding to four 
values of the magnetic field. It is assumed that the liquid 
is mercury and that the flow is laminar. The velocities 
correspond to unit pressure gradient. It is seen that the 
effect of the field is to reduce the average velocity and to 
flatten out the velocity distribution curve. At a field H = 
10000 Gauss the velocity has become constant over most 
of the section.

4. The electromagnetic Viscosity.
Returning to the general expression for v, equation (13) 

paragraph 2, we may now derive the corresponding for
mula for the average velocity over the cross-section. It is 
found to be

The volume flow through the duct is

(2) V = vm2ah = 2f- a3 h

Comparing (2) with formula (2 a) paragraph 1 it is seen 
that the volume flow with the magnetic field on is the 
same that would ensue without the field, but with the same 
pressure drop, if the viscosity were
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(3)

fanhz0
Zq

tanhz0
zo

For i]'e the terni apparent or virtual viscosity may be used. 
Assuming z0 = Aa sufficiently small compared to 1 we may 
use the approximation 

giving

(4) 
where

(5) 

may be termed the electromagnetic viscosity. Formula (4) 
obviously represents the variation of the apparent viscosity 
with the field intensity H, when H is small (or the chan
nel very narrow).

If, on the other hand, z0 is large compared to 1 (strong 
fields), then we may write

or

(6') )/,77e+-|.

So while with feeble fields the apparent viscosity — or rather 
the electromagnetic viscosity — varies in a parabolic man
ner with the field intensity H, the apparent viscosity varies 
linearly with H when H is large. These features of the 
electromagnetic viscosity are clearly elucidated by a graph 
of the function

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XV, 6. 2
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In fig. 6 such a graph is shown.
Finally we may draw attention to a peculiar interpret

ation which may be given of the electromagnetic viscosity

H'2^
7je (equation (5)). This quantity is------- multiplied by a

dimensionless factor. Let us assume a beam cut out of 
the liquid across the channel in the way illustrated in 
fig. 7. Let the width and the height of the beam both be 
1 cm. and let these two dimensions be in the direction of 
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the axis of the channel and perpendicular to the same 
respectively. The length of the beam is 2 a. Now the volume 
of the beam is obviously 2 a so 2H2a is proportional to 
the magnetic energy stored up in the space occupied by 
the beam. The resistance met by the induced current in 

the beam is -—. So the virtual viscosity is simply propor

tional to the ratio of the magnetic energy in the beam 
considered and the electric resistance of the fluid in the

Fig. 7. Diagram illustrating the Nature of the electromagnetic Viscosity.

same beam perpendicularly to the magnetic field and to 
, _ „ , . H2a2 H2a2h . . ,the flow. Replacing by  -— it is seen that the

virtual viscosity is also proportional to the ratio of the 
magnetic energy in a slice of 1 cm. thickness cut out of 
the flow and the electric resistance of the fluid in this 
slice taken perpendicularly to the motion and to the field.

5. The Channel short-circuited through a Conductor 
containing Resistance and electromotive Force.

We shall now imagine the top and the bottom of the 
channel in fig. 3 to be connected through a conductor con
taining a resistance R and an electromotive force E. Then

2
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(O

e = 10-8/i//p.

flow. Hence we have

(3)

(4)

Cl

Noting that
a

10 9 H2
Z 7/

z h is the electric resistance in the channel

bottom. Substituting

(6)

(7) — B,

P, R EH

Introducing e 
into equation

the current density in an arbitrary layer of the flow is 
determined by

and 1 taken from (2) and (3) respectively
(1) this equation assumes the shape

where
(2)

P

A2,

I = 0
a

Again it is assumed that a pressure gradient p is main
tained in the

we may write (4) in the form 
a

II210 9 —
7/Z

R  EH RL
Rc lOq x h z h

d~v
(5)

where R
c 2a L

between top and

(8)
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(9)
2RL (dv\ _
Z h \dx)a

where A and B thus stand for the same qualities as in 
paragraph 2, equation (5) may he written

(10) ^-A2p + B + P+C = 0.
dx

Noting that v = 0 for x = a and x = — a the solution is
found to he

(ID
B + D + C

A2

C is now found by differentiating equation (11):

(12) A

Introducing x — a we find

C
a

from which

(14) .laz/1

da 
dx

.la e
4a 

e

.lx — Ax 
e — e
•la , —Aa ‘

e + e

Introducing finally into (11) we arrive al the formula:

(15) BAD
x h

2RL / Ax . — 4x'
e + e

x h
Aa — Aa I 1

e —e \ .la i — Aa 
e A~ e

2RL
’ A + Aa . — Aa

€ T C

Comparing with formula 
readily seen that the shape

(13) in paragraph 2 it is 
of the velocity distribution
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curve is not altered by connecting the top and the bottom 
by an external conductor. The shape is determined solely 
by the value of Aa. The external current branch and what 
is in it influence the intensity of the flow, i. e. the average 
value of v, only.

6. Discussion of the Theory for the electrically 
short-circuited Channel.

For a fuller discussion of formula (15) in the preceding 
paragraph we may introduce the values of B and D. Fur- 

ther it should be noted that —— . A = — Aa. Finally, in
Ä ll/j II JJ

expression (8) paragraph 5 for D, the quality — is ob-
x h 

viously the current density /0 which the electromotive force 
E would create in the channel if the latter were filled 
with liquid at rest and if the external conductor had no 

resistance. So the last term in (8) is simply — where p is 

the pressure gradient to which Io would give rise. Taking 
these facts into account it is readily seen that expression 
(15) of paragraph 5 can be written:

If R — oo and E = 0 we have returned to the case
considered in paragraphs (1)—(4) and it is readily seen 
that (1) becomes identical with formula (13) of paragraph 
(2). Again if E = 0, R = 0 we simply have the channel 
short-circuited by an external conductor without resistance. 
Then (1) assumes the shape
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(2)

is

(3)

with

(4)

reduction of the 
of paragraph 2 it 
with and without

In the case 
a flow of

of a channel of width 2a — 0.250 cm. and 
mercury in a field of 10000 Gauss Aa =

The effect of the short-circuiting is a 
velocity. Comparing with formula (13) 
is seen that the ratio of the velocities 
short-circuiting

vs

TP Aa • li e is

31.3. As with this value the last factor in (3) is 1, — 
J_
Aa ~ 31.3* 
to about 3 p. c. of what it would be without short-circuit
ing. From this it will be gathered that the short-circuited 
channel may represent an extremely effective “brake” to 
the motion of the fluid.

The “braking” effect may be controlled by a resistance 
in the external conductor. The effect of the resistance is 
clearly seen from equation (1). Assuming pe = 0, i. e. E = 
0, we find for the ratio of the velocities with and without 
resistance in the external conductor:

B
D = Ä*

large compared to e (4) may be written

Aa —Aa
VS = 1 e —e 
n A a Aa . —Aa'Vq Aa e e

! "o
So with short-circuiting the velocity is reduced

(5)
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In the example above Aa = 31.1. In this case, if It — It,, 
Vr • ^R— = 2 approximately and if It = nR, — increases as n, 
vs us
approximately, as long as n is a smaller number than 1, 

2 or 3. With increasing n approaches the limit Aa.
vs

Finally we may consider the general case in which there 
is both resistance and electromotive force in the external 
branch of the electric circuit. Then it is seen from (1) that 
the flow may be stopped altogether by applying such an 
electromotive force (in the direction of that induced by the 
flow) that 

(6) 

or equal to the impressed pressure gradient proper if It is 
small compared to Itc. If, now, pe is increased beyond the 
value given by (6) then the flow will change its direction 
and the channel with its circuit and field will act as an 
electromagnetic pump. So the expression (1) forms part of 
the theory of this apparatus and shows that the velocity 
distribution in the channel is quite independent of the 
velocity of the flow and only dependent on the quantity

With large values of flu the velocity is as seen from 
fig. 5 almost constant over the whole width of the channel. 
This information was derived on the supposition of a la
minar flow. The very effective smoothing out caused by a 
strong magnetic field suggests that the results of our dis
cussion may also prove applicable to a flow which without 
the magnetic field would be turbulent, while with the field 
it is made laminar.
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7. Characteristics of the electromagnetic Pump.
The volume flow V through an electromagnetic pump 

may be derived from the expression (1) in paragraph 6. 
Seeing that the average value of the last factor of this ex
pression is determined by

If here li is small compared to Rc as it ought to be and 
if further Aa is large, we may replace (2) by

(3)

or if Aa is large compared to 1

(4)

from which

(5)

V = 2 ha (p—pe) cm.'3/sec.

The total pressure difference p between the inlet and out
let of the pump is pL (apart from the losses at the inlet 
and outlet). Hence
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(6)
P ■L

= peL+W~9
H2_

2 ha x ■LV.

Seeing now that with the pump V is to be taken as nega
tive and that peL is “the manometric pressure” p0 of the 
pump we have
<7> p=^-10~i^iLV

Fig. 8. Origin of the Pressure Loss at the Boundaries 
of the magnetic Field.

V being the numerical value of the flow. So the p-V charac
teristic should be a straight line or the pressure drop 

Ph + e = Po—P should be so:

(8) ph + e = p0~p= IO“9 2Yax'LV'

With the actual pump there is an additional pressure 
loss at the boundaries of the magnetic field. This will 
readily be understood from fig. 8. Here the channel is seen 
located within and outside a magnetic field produced be
tween two pole pieces HS, one (S) in front of and the 
other behind the channel. The field distribution curve too 
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is shown, it extends somewhat beyond the pole-pieces. The 
flow gives rise to electromotive forces which are smaller 
outside the pole-pieces than within. So circulating currents 
i must arise at the boundaries of the magnetic field having 
the directions indicated in the figure. Obviously the currents 
will cause hydromotive forces to 
boundaries will have a resultant 
opposing the flow of the liquid.

Now in order to develop an 
expression for the pressure loss at 
the two boundaries we may con
sider a greatly simplified model, 
fig. 9.

Here C is the channel, B is one 
of the boundary lines of the pole
pieces. To the left and right of B 
are two zones of width z in the 
direction of the flow. Within the left-hand zone the magne
tic field has a constant value Hlt within the right-hand 
zone the field is H2. We shall imagine three walls Wt, W 
and W2 to be arranged. Of these and W2 cover the full 
area of cross-section of the flow while W leaves two 
openings above and below, the width of these openings 
being z. The three walls possess the rather peculiar quality 
of permitting the hydraulic flow to pass without obstruc
tion, while forming an absolute hindrance to the electric 
currents. To the left of the field is constant, equal to 

to the right of W2 it is zero.
With this imaginary system a circulating current is set 

up the density I of which is obviously determined by

(9) I = = 109 V • (Wx — H2) Amp./cm.2.
2 h x 2x

Fig. 9. To the Theory of the 
Pressure Loss at the Bound
aries of the magnetic Field.
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The corresponding pressure gradients within the left 

and right hand zone are respectively —ZZX Z and p ZZ2 Z. 

So the pressure loss is

(10) dp = ^/(H,-//.) = 10-«

Assuming now that ZZ2 = 0 and introducing the volume 
flow determined by V — 2ah-v, (10) may he written

(n) =

Twice this quantity — corresponding to the two boundaries 
— should now be added to the pressure drop occurring 
inside the field and given by formula (8). So the total 
electromagnetic-hydraulic pressure drop in the pump is 
represented by

(12) p„-p + dp = 10-’ ~ -(L + z) V.2 ah x

Thus it will be seen that the boundary effect may prob
ably be taken into account by simply adding a certain 
length z to the actual length L of the channel or by re
placing L by an effective length Lg somewhat greater than 
L. The correction z is likely to be proportional to the 
height h of the channel. Otherwise z also depends on the 
shape of the magnetic field curve and on the design of 
the outlet and inlet end of the pump when these ends are 
within the domain of the field or close to its boundaries.

Provisional Laboratory of Technical Physics. Royal Technical College, 
Copenhagen, May 1937.

Færdig fra Trykkeriet den 3. December 1937.
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Introduction.

The main purpose of the investigations described in the 
present paper has been to study the influence of a 

homogeneous magnetic field on the flow of a conductive 
liquid — mercury — in pipes of circular or rectangular 
section. In a previous paper1 this influence was examined 
theoretically on the assumption of a laminar flow in a flat 
channel of rectangular section, the field being perpendicular 
to the channel-sides of largest extension and the two other 
sides being formed by electrodes of highly conductive 
material. The experiments to be considered in the following 
were planned chiefly with a view to testing the main re
sults of the theoretical discussion. They have, however, in 
addition thrown light upon phenomena not readily open 
to such discussion, in particular upon the influence of a 
homogeneous magnetic field on a turbulent flow and the 
transition of the turbulent form of llow into the laminar. 
In this respect the present work may be regarded as an 
extension of an investigation performed several years ago 
in the same laboratory and having as subject the com
parison of the How of water and mercury in pipes“. The

1 Theory of the laminar Flow of an electrically conductive Liquid 
in a homogeneous magnetic Field. Det kgl. Danske Vidensk. Selsk. math.- 
fys. Medd. XV, 6, 1937.

2 A Comparison between the Flow of Water and Mercury in Pipes 
etc. Mémoires de l’Académie Royale des Sciences de Danemark, Section 
des Sciences 8me Série, t. X, n° 5. 1926.

1
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latter investigation showed that the Reynolds’ Law of 
Similarity holds good for mercury even in cases in which 
the walls of the pipe are not wetted by this liquid. The 
investigations here reported amply confirm this fundamen
tal experience.

Professor Hartmann desires in this place to express 
his gratitude to the Trustees of the Carlsberg Foundation 
and of The H. C. Ørsteds Fund for having rendered pos
sible by financial aid the completion of the present re
search work.
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I. The experimental Arrangements.

The general Arrangement.
In fig. 1 a diagram is given of the general experimental 

arrangement. A hydrodynamic circuit is used in which the 
llow is maintained by an electromagnetic pump P.' B is

Fig. 1. General experimental Arrangement.

the duct — a glass tube or a rectangular channel in which 
the flow is examined. It is arranged in a homogeneous 
magnetic field F between the polepieces of a special electro
magnet. The pressure drop in a certain length of the duct 
is observed by means of two manometer tubes connected 
to sockets on the duct. The volume of mercury passing 
each section of the circuit pr. sec. is measured by a simple 
flow meter of the calibrated nozzle pattern Vx. For rapid 
control of the volume flow a special flow meter V2 was

1 The principle of this pump is described in the paper referred to 
in note 1, p. 3.
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furnished. As the mercury was heated by the current 
passed through the electromagnetic pump a cooling device 
K had to be introduced, the temperature being controlled 
by the thermometer T and kept at 20° C. A photograph 
showing part of the circuit and particularly the electro

Fig. 2. Photograph of experimental Arrangement.

magnetic pump (to the right) and the electromagnet (to 
the left) is reproduced in fig. 2.

The various members of the experimental circuit will 
be described in detail below. Here some words may be 
said about the preparation of the ducts, especially the glass 
tubes. These were all comparatively narrow. Now, when a 
capillary has not undergone a special cleaning process the 
results of the tlow experiments are quite indeterminate. 
This is due to a thin film of impurities adhering to the 
interior walls. In order to remove this film or layer the 
glass capillaries were for hours treated with concentrated
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sulphuric acid with potassium bi-chromate K^Cr^O^. Here
after they were washed first with water and then with 
absolute alcohol. If the capillaries were then dried by 
drawing a llow of dry air through them the results of the 
experiments were reproducible with an exactitude of a few 
tenths of one p. c. and remained so for a very long time, 
provided the capillaries were not emptied and the mercury 
was thoroughly cleaned and dried before being introduced 
into the circuit.

With the rectangular ducts the use of the cleaning 
method here indicated was practially precluded. Instead 
the walls were treated with benzol in a way described 
below.

Measurement of the Flow of Mercury.
The How of mercury, i. e. the volume V passing each 

section of the circuit per. sec., was, as indicated, normally 
measured by means of a nozzle N through which the How 
had to pass as indicated in lig. 1. The nozzle was arranged 
in a vertical tube and could readily be interchanged. Seven 
nozzles were used. In Tab. I the diameters of the bores 
are stated in the first column.

Tab. I.

Constants of Nozzles used in Measurement of Flow.

Orifice Constant
mm. k

2.950 1.960
2.043 1.000
1.551 0.584
1.106 0.294
0.832 0.179
0.651 0.111
0.412 0.0463
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In the second column the constant k of the apparatus 
defined by
(1) V = k]/h cm.3/sec.

is entered. In the formula (1) h is the pressure drop in the 
nozzle measured in cm. Hg.

For the observation of h the manometer tubes shown
in fig. 1 were employed. The tubes were mounted on a 

transparent mm.-scale illuminated from be
hind. During each of the original experiments 
the magnetic field intensity H was kept con
stant and the flow adjusted for a series of 
values of the Reynolds’ number B. With each 
experimental pipe or channel a set of ex
periments corresponding to a certain number 
of //-values was performed. In order to facili
tate the work a card-board with notches as 
indicated in fig. 3 was produced corresponding 
to each experimental pipe or channel. When 
the pressure drop was equal to the distance

from the lower edge of the card-board to the horizontal 
edge of a certain notch the Reynolds’ number of the flow 
in the experimental duct had the value written sidewards 
to the notch in question. From this it will be gathered 

Fig. 3. Card
board with Not
ches for rapid 
Control of the 
Volume Flow.

; 7000

6000 
\5000 

\4000 
j 3000
\2000

how the card-board was used for rapid setting of the flow 
during an experiment.

It was found expedient to supplement the above described 
flow meter by another apparatus intended particularly for 
rapid control of the nozzle gauge. The apparatus referred 
to is indicated by V2 *n ^g- !• In ^g- 4 it is shown on a 
larger scale. It consists mainly of a glass pipe BCI) of 
known calibre. Just in front of the entrance to this pipe 
an air bubble may be pressed into the flow of mercury.
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This bubble is carried with the flow and what is now 
measured is the time of its passage over the known distance 
between two marks C and D on the pipe. From this 
measurement and the calibre of the pipe the volume flow 
in the circuit is readily derived.

There are several precautions to be taken in the design 
and use of the flow gauge here considered. The bubble 
must fill out the whole section of the pipe. Therefore the

aperture of the pipe must not be too large; in the apparatus 
in question it was 5.25 mm. At the moment at which the 
bubble is introduced slight fluctuations of the velocity will 
occur. So the bubble has to pass a certain length (9 cm.) 
of the pipe before entering the range CD which in the 
apparatus in question was 37 cm. It is absolutely essential 
that the walls of the pipe should be clean and dry; they 
were made so by the same method as was employed with 
the experimental capillaries. The air introduced into the 
pipe must also be dry and was therefore led through the 
tube T with a water absorbing material. In front of the 
inlet end of the apparatus a reservoir was arranged to 
stamp out the vibrations caused by the introduction of the 
bubble. At the exit end of the pipe another reservoir 



10 Nr. 7. Jul. Hartmann and Freimut Lazarus:

was mounted, through which the bubble escaped after 
having passed the stretch CI).

The apparatus here described was, as stated, mainly used 
for quick control of the nozzle meter. In such a check the 
manometers of the latter gauge were always read during 
the passage of a bubble, because the bubble gave rise to 
a slight reduction of the velocity of the flow. The accuracy

Fig. 5. Field-Intensity Curves at various Air Gaps.

of the measurement with the bubble apparatus was nor
mally about 0.5 p. c.

The Magnet.
The construction of the magnet will appear from fig. 2. 

The length of the field was 36 cm., the height of it 1.67 cm. 
Field intensity curves (with the exciting current as abscissa) 
were plotted for the values 2, 3, 4, 5, 6, 7 mm. of the width 
d of the air gap. These curves are reproduced in fig. 5. It 
should be noted that with the air gap 2 mm. and a field 
intensity H 8000 Gauss the intensity at points 3 cm. 
from the ends of the pole-pieces was but 1.5 p. c. smaller 
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than at the middlepoint of the field. This lack of homo
geneity was eventually reduced to 0.7 p. c. by an artificial 
straying applied to the centre of the field. Everything goes 
to show that this degree of homogeneity amply suffices 
for the purpose in question. It is a well-known fact that 
the field intensity is not a definite function of the exciting 
current unless certain precautions are taken. In the case 
considered a definite value of the field intensity was obtained

Fig. 6. Non-homogeneous magnetic Field produced by making one Set 
of Magnet Coils currentless.

by approaching the value of the magnetising current through 
a series of slow periodic current variations with an am
plitude gradually going down to zero. This method was also 
used for demagnetising the magnet when the pressure drop 
was to be read corresponding to zero field intensity.

In connection with the magnet some observations on the 
effect of a non-homogeneous field on the pressure drop in the 
flow should be mentioned. Of the three sets of magnet coils 
(fig. 2) the set next to the exit end of the experimental duct 
was made currentless. In this way a field distribution curve like 
that indicated in fig. 6, where Mi and M2 are the positions of the 
manometer sockets, was obtained. The direction of the flow in 
the duct is indicated by the arrow. The flow thus first passes 
the stronger part of the field before entering the more feeble part. 
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With a volume velocity or, which is the same, a Reynold’s number 
/{ well within the, domain of laminar flow the observed pressure 
drop was not that corresponding to a homogeneous field of an 
intensity equal to the average value of the field — the average 
intensity was 4800 Gauss — but that corresponding to the higher 
field intensity 5200 Gauss. (Compare curves 9—18 below). On the 
other hand, if the set of coils at the inlet end was made current
less so that the flow took place in the direction from a lower 
field intensity to a higher one the observed pressure drop cor
responded to a lower field-intensity — 5700 Gauss — than the 
average — 5900 Gauss. These observations find their explanation 
in the well-known fact that it takes time to change the velocity 
distribution — on which the pressure drop depends. The distri
bution corresponding to the field at the inlet end of the duct 
persists in some degree after the flow has left this field.

It was concluded from the experiments here indicated that the 
additional pressure drop to which the non-homogeneity illustrated 
in fig. 6 gave rise was otherwise practically imperceptible — in 
spite of the extremely pronounced character of the non-homoge
neity. Thus homogeneity is required less in order to avoid this 
additional pressure drop than on account of the source of error 
illustrated by the experiments referred to above.

The experimental Tubes and Channels.
Five cylindrical glass tubes, indicated in Tab. II below by 

the numbers 11—15, were used in the experiments here 
considered. They were selected from a large stock and were 
carefully calibrated. In no lube did the diameter vary more 
than about 0.5 p. c. within the part in which the pressure 
drop was measured. This part has a length of 28 cm. It 
was of course arranged entirely within the magnetic field. 
The whole length of the tube was 43 cm. the extensions 
on either side of the stretch of observation being 7.5 cm. 
At the inlet end of the tube 6 cm. of the 7.5 cm. were 
inside the magnetic field, at the exit end 2 cm. As stated 
elsewhere, the edge of the experimental tube or pipe was
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kept sharp in order to secure transition from laminar to 
turbulent flow at a definite value of the velocity or of the
Reynolds’ number. The thickness of the wall of the tube
was taken as small as possible, about 0.8 mm., with a 
view to reducing the air gap of the magnet, and so to be
able to produce magnetic fields of the greatest possible
intensity.

Connections to the manometer tubes were obtained 

Fig. 7 a. Mounting of a cylindrical experimental Glass Pipe.

through bores at either end of the 28 cm. stretch of obser
vation. The production of the bores by means of a swiftly 
rotating copper plug covered at the Hat end with oil and 
carborundum required some practice. Slight annealing of 
the tube by drawing it through a luminous gas flame 
would seem a wise precaution before the process of boring 
in order to render breaking of the tube less likely.

The way in which the tube is mounted will appear 
from fig. 7 a. Ii is a light bar of wood to which four wooden 
blocks are fastened. The two extreme blocks C3C4 carry 
two glass lubes or “shafts” 7’3T4, each with a rather wide 
socket, S3S4. Into these sockets the ends of the experimental 
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tube R are “cemented” by means of “picein”. Above the 
bores in the experimental tube are placed two shafts 7\ 
and T2, carried by the blocks and cemented to the 
experimental tube likewise by picein. On 7\ and 7'2 are 
the two sockets for the rubber tubes to the mano
meter. The flow of mercury is passed into and out 
of the experimental pipe by the sockets S5SG. The shafts 
1\T2T3T4 serve as traps for dust particles and minute air

Fig. 7 b. Mounting of rectangular Channel.

bubbles. They are closed above by stoppers made from 
glass tubes.

We pass on to the rectangular ducts. Of these 18 were 
produced. They are indicated as K 21-—K 38 in Tab. II. 
In K 21 the distance between the manometer sockets was 
28 cm., in all the other ducts 14 cm. The total length of 
the ducts was in the latter cases 20 cm., the whole duct 
being mounted within the magnetic field. Fig. 7 b illustrates 
the mounting of a duct. The figure will be understood 
from the explanation given in connection with fig. 7 a. It 
may just be noted that the distance between T4 and T3 
was 4 cm., that between T2 and T4 2 cm., finally that 
the flow was in the direction from 7\ to T2.

In fig. 8 a section of a duct is shown. The rectangular 
channel is formed between the plates BB and the pieces
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Tab. IL

Lisi of experimental Ducts.

No. r
cm.

L
cm.

vT-105 
at 20° C.

vj-IO5 
at 20° C.

11 0.0345 28.02 113 115
12 0.0583 27.93 121 121
13 0.0923 28.00 114 127
14 0.1147 28.02 123 —
15 0.1647 28.00 117 —

No. a b a Vj ■ 1o5
cm. cm. b at 20° C.

K 21 0.030 0.186 0.161 137
K 22 0.014 0.0625 0.224 99
K 23 0.0145 0.254 0.057 112
K 24 0.090 0.060 1.50 —
K 25 0.090 0.035 2.57 130
K 26 0.091 0.1075 0.846 167
K 27 0.091 0.081 1.12 170
K 28 0.091 0.0915 0.995 164
K 29 0.154 0.0415 3.71 145
K 30 0.155 0.060 2.58 159
K 31 0.155 0.1345 1.15 250
K 32 0.056 0.0935 0.60 130
K 33 0.057 0.058 0.99 130
Æ 34 1
K 35 J Gu

0.155 0.030 5.16 178
0.155 0.0525 2.95 75

K 36 0.157 0.0338 4.65 95
K 37 0.157 0.042 3.75 135
K 38 0.157 0.055 2.88 158

ÆA. With the ducts K 34 and K 35, AT were made of
copper, the surfaces forming the top and the floor of the 
channel being in these cases amalgamated. These ducts 
were made to agree exactly with the duct for which the 
theory was developed. With the other ducts AT were made 
of wood or “fiber”. In the ducts K 21 to 28 BB were made
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Fig. 8. Cross-sec
tion of experi
mental Channel.

of glass, in the others of celluloid. C is the 
cement between A and B; generally “asphalt 
lac’’ was employed. After the cementing 
together of the pieces A and B, lac would 
as a rule have entered the duct and had to 
be carefully removed by means of small 
pieces of cotton, wetted with benzol, which 
were pushed or drawn through the duct. 
The dimension 2 b was measured by means 
of a microscope, while 2 a was calculated 

from the total thickness of the duct and from the thick
nesses of the B-sheets.

IL The Results and their Discussion.

Review of the Results.
For each tube or channel the variation with the magne

tic field intensity of the pressure drop between the two 
sockets was determined for a number of values of the 
volume velocity V or of the Reynolds’ number B. The 
latter is, in the case of a cylindrical pipe, defined by 

(1) v n r v

where is the average velocity in cm./sec. over the section 
of the pipe, r the radius of the circular section in cm. and 

v = ~ the dynamical viscosity, i. e. the ratio of the viscofl s
sity and the density in c. g. s. units. In the case of a rect
angular section, 2a-2 ft, r means the hydraulic radius de
fined as

2F ‘2 ab
0 a+b 
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where F is the area and 0 the circumference of the cross
section.

The results of the experiments with each pipe or chan
nel were represented in the shape of a series of curves 
having as abscissae the intensity H of the magnetic field, 
as ordinates the pressure drop h between the sockets 
measured in cm. Hg. Complete, representative sets of ex
periments are given in figs. 9—18. In each figure the 
dimensions of the pipe or channel are stated together with 
the length I (L in Tab. II) in which the pressure drop 
was measured.

It is well known that the turbulent flow in a pipe is 
changed into a laminar flow if the velocity or the Reynolds’ 
number is reduced below a certain value. This value may 
be taken to be R — 1160 (c. g. s.). A laminar flow may, on 
the other hand, be maintained even if the Reynolds’ num
ber is raised considerably above the critical value, provid
ed the inlet end of the pipe is smooth and all disturban
ces of the flow are otherwise avoided. In the experiments 
here considered the edges of the pipe or channel were 
deliberately kept sharp in order to secure in every case a 
well defined transition from a laminar to a turbulent flow.

In the diagrams reproduced in figs. 9—18 this transi
tion is clearly seen in all cases where a turbulent flow is 
observed. A curve is drawn through all the points of 
transition. Above and to the left of this curve, which is 
of a parabolic character, we have the domain of turbulent 
flow, below and to the right that of laminar flow. Within 
the first region the pressure drop and so the apparent 
viscosity decreases with increasing intensity of the magne
tic field. This is due to the damping effect of the field on 
the vortices in the flow. Within the domain of laminar

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XV, 7. 9
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Fig. 18.
Fig. 9— 18. Variation of Pressure Drop with Intensity of the magnetic 

Field.
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flow the pressure drop increases rapidly with the field 
intensity. In cases where the flow is still laminar with no 
magnetic field on, the pressure drop may readily be raised 
to values twice the value corresponding to H = 0 by put
ting on a field of quite moderate intensity. As a matter of 
fact the curves indicate that the pressure drop may be 
raised to any value by increasing the field since obviously 
the drop increases approximately as the field intensity 
when this is not too small. That is to say: the effect of 
the field on the laminar flow is to increase the apparent 
viscosity approximately proportionally to the field intensity. 
With rather small values of the field the apparent viscosity 
varies within the domain of laminar flow in a parabolic 
manner. The facts here stated may now be compared with 
the predictions of the theory referred to in the introduction 
to the paper. — It should, however, be borne in mind 
that the theory is based on certain simplifying assump
tions and can only be expected to hold good in cases 
where these assumptions are fulfilled.

Comparison with the Theory.
The main predictions of the theory may be thus stated.
In a narrow channel of rectangular section 2a-2bcm.2 

(b » a) placed in a homogeneous magnetic field of in
tensity H Gauss perpendicular to the side of the largest 
extension (2 b) there will, when the channel is passed by 

cm.3
a laminar flow V—— of an electrically conductive liquid, 

sec. 1

 3 VL , dyne
P 4ba^e cm.

be a pressure drop p dyne/cm. determined by the formula:

(1) 

where
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Here L is the length of that part of the channel in 
which the pressure drop is measured, z the specific resis
tivity of the liquid while i]'e is the apparent or virtual 
viscosity öl' the liquid in the magnetic field under the 
prevailing conditions. If z0 is small compared to I the 
apparent viscosity r/e may he expressed by

(2 a) le = Z/ + rie = V + !0 9

showing that rj'e and so the pressure drop is that corre
sponding to zero field increased by an amount, the electro
magnetic viscosity resp. the electro-magnetic pressure drop, 
which increases proportionally to the square of the field 
intensity. If z0 is large compared to 1 (strong fields) we 
derive the expression:

(2 b) 7?; = J |/i(F9Ha-]/^+ ^
3 J ■ x 3

from which it is seen that the apparent viscosity z/', and 
so the pressure drop now increases linearly with H. The 
description of the conditions with a laminar flow in a 
homogeneous magnetic field thus given by the theory 
obviously fits in qualitatively with the observations. Quan
titatively the agreement can only be expected to be toler
ably close with flat channels, i. e. with small values of a. 
Fig. 11 corresponds to such a channel, and just in this 
case a comparatively very close agreement was found, as 
will be seen from the direct comparison between the ob- 
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served and the theoretical curve made with the curve V =
0.4 cm3./sec. It should be noted that the channel considered 

sponding to the duct in question. The function ' ,’° ex-

was not closed above and below by walls of highly con
ductive material as assumed in the theory. This, however, 
is obviously of small importance if only the channel is 
very high compared to its width, seeing that in this case 
the electric current lines remain practically rectilinear over 
most of the height of the section, while the conductive 
walls are replaced by the layers of mercury close to the 
top and the bottom of the channel.

Now the experiments not only cover cases in which 
the assumptions of the theory are fairly well fulfilled but 
also such in which the duct differs very much from a flat 
channel placed with its largest side perpendicular to the 
magnetic field. They even comprise investigations on the 
flow in cylindrical pipes. Obviously in such cases the 
theory as given by the equations (1)—(3) cannot be ex
pected to hold good directly. It must be modified in some 
way or other and it is with this modification or adjust
ment we are concerned in the following. We may divide 
our problem into two. The pressure drop in cm. Hg, the 
quality directly observed, may according to (1) and (2) be
written

(4)
3 VLV

4 ba* o g Hg.

The coefficient to is simply the expression for the

pressure drop h0 in a narrow channel when not placed in
a magnetic field. If the channel is not narrow or if the duct 

f (z )
is a cylindrical pipe the coefficient to in (4) should o

3

obviously be replaced by an appropriate expression corre- 
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presses the change of the pressure drop to which the 
magnetic field gives rise (in the case of a laminar flow). 
In accordance herewith it is 1 for H — 0. It will be noted
that the general character of the /i-H-curves is in all cases 

much the same. This suggests that the function , devel

oped for the special case of a flat channel, may be made 
to cover other cases by applying a suitable reduction factor 
to the variable z0 or H.

The points of view here set forth are tested in the 
following paragraphs.

The Flow at Zero Field-Intensity.
/•(- ) 

The expression to replace the coefficient to —~ in

equation (4) of the preceding paragraph is with a cylindrical
pipe of radius r

(1) /»o
8 LVv _ SLr2 
n r* g r3g

v being the dynamical viscosity and R being the Reynolds’ 
number defined by

(2) v

With channels of rectangular section — sides 2 a and 2 b 
— a method for the calculation of the pressure drop at 
zero field-intensity is arrived at in the following way.

The Poiseuille Law for the laminar flow in a cylindri
cal pipe, i. e. (1), may be written in the form 

(3)
2hrg
Lu2

v • r----  = xb-R = 16,

where both ip and R are dimensionless qualities. In case 
of a pipe of rectangular section 2a-21? one may use the 
same form for the law, writing
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(4) ifj R = K

ratio of 2 times area of section and circumference. K, then,
and replacing r by the “hydraulic radius” defined as the

Fig. 19. Variation of K = ipR with - for rectangular Pipes.

(Lea and Tadros).

of a very flat channel i. e. with b = oc the hydraulic 
radius is 2 a and the formula (4) together with the value 
K = 24 taken from fig. 19 leads to the formula 

(5) h = a « b),

which may be directly derived. With a channel of quadra
tic section, a — b, the hydraulic radius is just equal to a. 
In this case the curve fig. 19 gives K = 14.22 and (4) may 
be written

F. C. Lea and A. G. Tadros. Phil. Mag. (7), 11, 1235, 1931.
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(6) /i ■ V (Quadratic channel, a = b),

an expression which is a consequence of a more general for
mula derived by Boussinesq and confirmed experimentally by 
Schiller1. In the general case, the formula for the pressure 
drop becomes:

. = Ä Lv (a + ft)2 v
32’ «y ' a3Z>3

Now plotting the pressure drops, observed for H = 0 
within the domain of laminar flow, figs. 9—18, against K 
or V, straight lines are found from the slope of which the 
dynamical viscosity v may be calculated on the basis of 
expressions (1) and (7). In Tab. II the values thus deter
mined are stated under vL. With cylindrical pipes values 
are found of much the same size, viz. 117 10“°, the value 
which is generally accepted for mercury at 20° C. With 
the rectangular ducts the results are rather fluctuating. 
This is thought to be due to difficulties in the production 
of the ducts and in the cleaning of them.

Values for v may also be calculated from the observ
ations of the pressure drop in cylindrical pipes, at 77 = 0, 
within the domain of turbulent flow, seeing that an em
pirical formula has been derived by Blasius for this 
domain. The formula is

(8) h = 0.06652 z/4-r *4-v

By means of (8) the values of v entered in Tab. II under 
vT were found. As will be seen, they agree well with the 
corresponding values from the laminar domain.

Fig. 20 illustrates the variation of the pressure drop h

Comp. Handbuch der Experimentalphysik IV. 4 Teil 1932, p. 146.
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with the Reynolds’ number R. The curves are derived from

-------- R
Fig. 20. Variation of Pressure Drop with Reynolds’ Number R.

actly proportional to R as predicted by Poiseuille’s ex
pression (1) for H = 0.

It is, however, not only so for H — 0 but for all values 
of H. In the diagram, fig. 20, the variation of h with R 
is also given for the turbulent flow. The transition, with 
H = 0, takes place at R = 1120, i. e. not too far from the 
generally accepted value R — 1160.
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Adjustment of the Function /(s0) to fit the Observations.
The theory of the pressure drop with a flat channel 

can now be given in the general form

(1) /2==/7o(v).^

where h0(V) is the pressure drop corresponding to zero 
field-intensity. The latter is proportional to the volume 
llow (or to the Reynolds’ number).

We shall make an attempt at adjusting this theory for 
other ducts than a flat rectangular channel. In so doing 
we shall first try whether the pressure drop cannot be 
represented by the formula

(2) /, =/lo(v).Ay<L) 

where q is a number depending, with rectangular chan

nels, on the value of ~ only.
b

fhe way in which this attempt was performed may be 
thus explained. We start with a set of observed curves of 
the type of figs. 9—18, fig. 21 a. From this set we may 
derive another set, fig. 21 b, of the type of fig. 20. By means 
of the latter diagram we may construct the /i-H-curve 
corresponding to h0(V) = 3. The way it is done will be 
understood from the figure. The curve found in this way

/i = f(c z0) with II as abscissa instead of zn. Now
u

10 9-------from which with ti = 0.0159 c. g. s. and z =
7] 7. 1 °

4 Ohm-cm. (20° C.) we derive z0 = 0.0250 aH. By means 

is
o

10

ol the latter formula we transform the /i-H-curve into the 
/?-z0-curve and thus have the curve which we try to ex
press by h = ftciZo). It is shown in fig. 21 c. In the same
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figure the theoretical curve h = fCz^ is drawn. For a 
number of values of h the ratio of the corresponding ab

er
Figs. 21 a — c. Diagrams to explain the Adjustment of the Theory to fit 

the Observations.

scissae of h /(zq) and h — f(clz0) is calculated. This 
ratio ct is found to be tolerably constant independent of 

h or z0. So by multiplying the abscissae of the “observed” 
/i-z0-curve by a constant factor the curve is reduced to 
that corresponding to a flat channel (of which ct = 1). 
Or we may, in general, express the pressure drop in a 
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rectangular channel placed in a homogeneous magnetic 
held by the formula (2).

The value of q of course depends on the ratio — of 
b

the two sides of the channel cross-section (a parallel to 
the magnetic force). In fig. 22 the variation of cl with 
a . , TT a n , . .
— is shown. Up to = 3 the variation may, in the semi- 

logarithmic system of coordinates, be represented by a straight 
line corresponding to the dependency 

(3)

So, finally, the formula for the pressure drop in a rect
angular channel may, with a laminar flow, be written

(4) h = h0
3

cm. Hg,

where the /’-function is defined by

(5)

ta nil x

f(x) = x2
x

tanh x
x

With cylindrical pipes also the pressure drop with a 
laminar flow may be expressed by formula (2). The value 
which must here be ascribed to ct was found to be 0.51 
independently of the radius r of the pipe, at any rate 
between r = 0.35 mm. and 0.92 mm. Thus with cylindrical 
pipes the pressure drop with a laminar flow is determined by 

(6)

where it should be noted that z0 is calculated from the 
field-intensity H by the expression
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(7) z0 = 0.0250 rH

r being the radius of the cross-section of the pipe.
In order to illustrate the agreement between the h-H- 

curves calculated by means of expressions (4) and (6) and 
the corresponding observed curves a calculated curve, the 
dot and dash curve, is plotted in each of the diagrams 
ligs. 9—181. It will be seen that in most cases the agree
ment is fairly good. It should be noted that the calculated 
curve is drawn with the same /?0 as the observed curve. 
No account has thus been taken of a possible error in the 
value of h0.

In connection with the discussion here given attention 
may be called to a particular feature of the experimental 
curves of figs. 9—18. If, as indicated in the diagrams, tan
gents are drawn to the several curves of each set corre
sponding to the same abscissa (in the diagrams H — 8000 
Gauss) it is found that all the tangents intersect in the 
same point of the axis of abscissae or nearly so. This 
feature is a direct consequence of the theory, whether in 
the original or in the modified form. For the theory may 
be written
(8) h = CVfCc^o), z0 = 0.0250 aW.

From this expression it follows that

<9) ^ = g-^ = CV.Ct.O.0250af(e1zo) = C1V.
The equation of the tangent to one of the //-/i-curves al
the point (HL, /q) is 

(10)

1 In fig. 11 the test is made with V = 0.45 cm.8/sec.
Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XV, 7. 3
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Hence the abscissa of the point of intersection with the 
axis of abscissae is determined by

(11) r___ È1- = I/ - — 1 f(ClZ^

(1)

Here rh is the hydraulic radius which with a channel 

rectangular section 2a-2b is equal to . Again
a + b

the critical velocity, is equal to the volume-velocity
divided by 4 ab. Introducing in (1) this formula may be

1 CtV 1 0.0250 act (ctz0)

i. e. H' is independent of V. From the formula f(z^ = J
—------ —— the following expression for f (zn) mav readily
z0 — tanh z0
be derived :

t'z-a z03 sech2z0 +z02 tanhz0 —2z0 tanh2z0
(12) ! (z«) - -------------- •

By means of (11), (12) and the expression for /'(z0) Hie 
experimental values found for H' could be checked. A 
test of this description would, however, seem superfluous 
after the discussion given in the first part of the present 
paragraph.

The Boundary Curve between the Domains of laminar 
and turbulent Flow.

In the experiments considered measures were taken to 
secure transition from a laminar to a turbulent flow at a 
definite value of the Reynolds’ number The critical 
value may be denoted by R.. It is determined by

R
vc

V

of

7 
C 9

V

written

(2)
f 2 (n 4- b)v 2 (a + b) q
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Now, if the (low takes place in a homogeneous magnetic 
held the transition is displaced towards larger values of 
the volume flow i. e. V increases. The explanation is most 
likely to be found in the apparent increase of the visco
sity ?/. On this assumption the variation of the critical 
volume-velocity IÇ with II should be

(3)

The corresponding value of the 
channel is determined by 

pressure drop hc in the

(4)

Instead of the critical Reynolds’ number we may here
introduce the critical

H = 0. The latter is

volume-velocity V 

determined by Rc =

corresponding to 
K-o

2(a + h)r glVing

<5) 1 .JL 
12 Q9

Iclllll 
where it will be remembered that fCz«) — —5------ ;—— and

Zq — tanh Zq 
r0 = Ha |/10—9 z 1 l. Equation (5) should represent the 
boundary curve between the domains of the laminar and 
the turbulent flow in the case of a flat channel a « b. In 
figs. 9—18 the actual boundary curves are drawn in all 
cases where the observations include the turbulent domain. 
The boundary curve is of a parabolic character. It is not, 
of course, to be expected that it can be represented, with 
all ducts, by the formula (5). In the first instance the pro
duct with which f2 (z0) is multiplied will generally not 
coincide exactly with the ordinate to the boundary curve 

3
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for // = 0 — owing to shortcomings in the measurement 
of the dimensions of the ducts. We will therefore direct 
our attention to the shape of the boundary curve only 
and we shall make the natural assumption that f(zo) in
(5) must be replaced by /’(c1x0) as found in the previous 
paragraph. That is to say we will assume that, with rect
angular ducts, the boundary curve may be represented by

(6) h — [H-o-lO 0,38 *)] cm. Hg

and with cylindrical pipes by

(7) h = A/Fg A0-51 *o)]2cm. Hg.

These assumptions are put to the test in figs. 9—18 (ex
cept fig. 11) where the full drawn curves are the observed 
curves while the dot-and-dash curves are calculated from 
(6) or (7). With the cylindrical pipes the agreement between 
the two curves is perfect so that only the observed curve 
is drawn. With the rectangular ducts it is still fairly good 
as long as a < b. With a> b larger discrepancies occur, 
which was of course to be expected.

Appendix 1.

Check on the Reynolds’ Law of Similarity.
The material of observations of the present research 

may be utilised for a control of the Reynolds’ Law of 
Similarity in the case of a flow of mercury through cylin
drical or rectangular pipes. For from each of the diagrams 
of which samples are given in ligs. 9—18 the variation — 
at zero field-intensity — of the pressure drop with the 
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flow, characterised either by the volume-velocity V or by 
the Reynolds’ number /?, may be derived. We shall here 
coniine ourselves to the observations from cylindrical pipes. 
Ten years ago the flow of mercury in such pipes was 
compared to that of water and it was found that the 
Reynolds’ Law of Similarity holds good for mercury also1. 
The law was tested in the shape of a curve, having as 

abscissa the Reynolds’ number defined by jRt = —, d 

being the internal diameter of the pipe. The ordinate was 

the quantity = —/4p2\ where h is the pressure drop in 
L\gd)

the length L of the pipe. Now it has become customary 

to define R by Z? = —, where r is the radius of the pipe,
v h . .

and to plot the quantity ip — % — 4 against R. This
L 9 d

we shall do in the following. The earlier test with mercury 
was performed mainly with wider pipes because it was 
then found difficult to obtain reproduceable results with 
narrower pipes. So in all essentials, the test was confined 
to the part of the — RL curve corresponding to values 
of Rt above 10000. With the new experiments the flow in 
rather narrow pipes could be studied without any difficulty 
owing to the introduction of an effective method of clean
ing the pipes. The results of these experiments, therefore, 
supplement the older ones in a very happy way, rendering 
possible the checking of the law down to very low values 
of R.

The following pipes were used in the test:

K 11, d — 0.0689 cm.
K 12, d = 0.1165 cm.

1 See note p. 3 of Introduction.
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K 13, d = 0.1845 cm.
K 15, d = 0.3293 cm.

(1) Lv

In all cases the pressure 
length of 28 cm. of the pipe, 
a ted from the formula:

drop was measured over a 
The value of ip was calcul-

2 r3 q h

a form obtained from the formula given above by intro
ducing R instead of n. In Tab. Ill all the values for ip are

Tab. III.

«■10~3 loSio*
K 11
V'-IO3

K 12
V>-103

K 13
V>-103

K 15
t^-103

0.30 2.477 51.8 _ _ _
0.45 2.653 35.4 ' — — —
0.50 2.699 — 32.40 — —
0.60 2.778 26.3 — — —
0.75 2.875 21.2 22.48 — —
0.90 2.954 17.48 — — —
1.00 3.000 — 16.68 — —
1.05 3.021 15.08 — — —
1.15 3.061 18.20 — — —
1.25 3.097 21.40 19.40 — —
1.35 3.130 21.75 — — —
1.50 3.176 21.30 21.76 21.36 22.24
2.00 3.301 — 20.20 20.12 21.68
2.50 3.398 — 18.92 19.00 20.04
3.00 3.477 — 17.92 18.08 18.76
3.50 3.544 — 17.20 17.40 17.88
4.00 3.602 — — 16.72 16.76
4.50 3.653 — — 16.24 16.32
5.00 3 699 — — 15.68 15.92
5.50 3.740 — — 15.20 15.40
6.00 3.778 — — 14.84 15.16
6.50 3.813 — — 14.56 14.88

stated and in the diagram, fig. 23, they are plotted against 
R. In the same diagram values of ip calculated from the 
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earlier test are entered, and so the — R curve is extended 
up to values of R of about 70000, covering nearly the same 
interval as the well-known investigations by Stanton and 
Pannell1. Points from the curve obtained in this latter 
investigation are shown in the diagram. Quite obviously 
the same law holds good for mercury as for the fluids 
examined by Stanton and Pannell. It may be noted that 
the curve which may be drawn on the basis of the mer
cury experiments exhibits the same faint upward bend as 
the Stanton-Pannell curve. If this curvature is neglected 
and a straight line drawn evenly among the points, the 
slope of this line is found to be almost exactly 4, in agree
ment with the formula given by Blasius. Again, it is 
found that the straight line representing the observations 
within the laminar domain corresponds, as it should, to 
the equation ip R = 16.

Appendix IL

The Influence of the magnetic Field
on the turbulent Flow.

From the diagrams figs. 9—18 it is seen that within 
the domain of turbulent flow the pressure drop decreases 
when the intensity of the magnetic field increases. This of 
course is due to a damping of the turbulence, but what is 
observed is not the sole effect of this damping. Together 
with the smoothing out of the vortices which manifests 
itself in a smaller pressure drop there is undoubtedly also 
the other effect of the field known from a laminar flow, 
thus an effect which tends to increase the pressure drop. 
The actual pressure drop is the resultant of these two

1 Phil. Trans. Royal Soc. A. 214.
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effects counteracting each other. In the following the two 
effects are termed the damping effect and the viscosity 
effect respectively.

We may make an attempt to isolate the effect of the 
field on the turbulence i. e. the damping effect. The reasoning 
on which this attempt is based may be stated as follows. 
In fig. 24 hTb2c is the observed curve for the variation 
of the pressure drop in a given length of the tube with a

Fig 24. Diagram illustrating attempt at separating the viscosity effect and 
the damping effect within the domain of turbulent flow.

given flow or a given Reynolds’ number. Now it would 
seem very likely that the damping effect i. e. the reduction 
of the pressure drop due to the damping of the vortices 
is proportional to the square of the field-intensity. That 
is to say, it may be anticipated that the curve for the 
damping effect is a simple parabola. The question then 
arises: How must the curve for the viscosity effect be in 
order to make the curve for the damping effect a parabola. 
Let us assume h'vazb2 to be the curve for the viscosity 
effect within the domain of turbulence. Then a point of 
the curve for the damping effect would be obtained by 
lowering a corresponding point a2 of the observed curve 
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by the amount a3a5. In this way the point a4 is arrived 
at and the whole curve for the damping effect would be

The problem is to choose h'va3b3 in such a way 
that hTa4b4 becomes a parabola. In drawing h’^a3b3 we 
know one thing for certain, namely that the curve is to 
pass the point b3. But in addition we may reasonably make 
the following assumptions: 1) that the curve in the point 
b3 has its tangent in common with the known curve branch 
Z?3c; 2) that the curve has a smooth more or less parabolic 
shape approximately as indicated; 3) that close to H = 0 
the tangent is horizontal; and 4) that the curve is higher 
than the curve corresponding to a laminar flow, i. e. that 
its ordinate at H = 0 is higher than the value of h 
determined by

The last assumption requires some explanation. With 
laminar flow and no field the distribution of velocity across 
the pipe is parabolic. With turbulent flow, i. e. with the 
flow which actually obtains in the pipe, the distribution 
is uniform across most of the diameter, dropping rather 
abruptly to zero within a zone close to the wall. The latter 
type of velocity distribution is just that produced by a 
strong magnetic field acting on a laminar flow and mani
festing itself in an increased pressure drop.

This is the reason why we conclude that the curve 
representing the viscosity effect must at H = 0 be drawn 
through a point h'v higher than that corresponding to hv 
calculated from (1).

The experiments with cylindrical pipes were now dealt 
with in the way indicated. The most reliable of these 
experiments with regard to the pressure drop within the
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cm Hg

Fig. 25. Construction of Curves for the Damping Effect with Experiments 
performed with Pipe K13.

cm Hg
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turbulent domain were those performed with the widest 
pipes: K 13, 14, and 15, while the pressure drop with the 
narrower pipes K 11 and K 12 was rather uncertain within 
the said domain due to instability of the flow in the 
boundary region between the turbulent and the laminar 
domain. With the pipes K13, 14, and 15, however, rather 
characteristic results were arrived at. If the curve /i'va3i>3 
was drawn in such a way that the ordinate at H = 0, h\r, 
was twice the height hv corresponding to a laminar flow 
/ 8 L \
\hv — 3 R\ then the curve for the damping effect became

a parabola and this parabola was found to be independent 
of the intensity of the flow. In fig. 25 the construction of 
curves for the damping effect with the pipe A" 13 is shown 
and in fig. 26 the test of the parabolic character and of
the independency of the intensity of the flow, i. e. of R,

is illustrated. From the latter diagrams the values of dh
dH2

entered in the following table were found.

Pipe d
cm. dH2 dH2

K 12 0.1165 0.0960 0.0112
K 13 0.1845 0.0722 0.0133
K 14 0.2294 0.0571 0.0131
K 15 0.3298 0.0422 0.0139

From the results with K 13, 14, and 15 we tentatively 
draw the conclusion that the damping effect may be ex
pressed by the simple formula

h — 0.0134 10 6 — (Gauss, cm., cm. Hq)
d

independently of the intensity of the flow (volume-velocity). 
It should be borne in mind that h is the reduction of the 
pressure drop due to the damping effect of the field on the 
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turbulence. It is thus the difference between the ordinates 
of the curve for the damping effect at H = 0 and at the 
field-intensity in question. In the table the values found 
with K 12 are also given. They are, however, less reliable.

One may seek a confirmation of the simple relation 
for the damping effect by a dimensional consideration. If 
it is justifiable to assume that the change in the pressure 
drop pr. cm. due to this effect can depend only on 1) the 
field intensity H, 2) the diameter d of the pipe, and 3) the 
velocity v of the flow then we may write down the equation

— = H d v .

Introducing the dimensions for the various qualities we find 
r r

for the determination of r, s and q: — — + s + q — — 2, — = 1,
—

— r — q —■ —2 from which s = — 1, r = 2, q — 0 and so

= ci'~T (independently of v, V or R)

or (with a constant L and with a given liquid)

. H2
/i = C2*~T 

as found above. “ «
It is quite obvious that the attempt at separating the 

viscosity effect and the damping effect just explained is to 
be considered only as a provisional step in the investigation 
of this domain. So too much weight should not be attached 
to the results which may on a closer examination prove 
more or less false. It is contemplated to make the influence 
of the magnetic field on a turbulent flow the subject of a 
subsequent investigation.

Provisional Laboratory of Technical Physics. Royal Technical College. 
Copenhagen. May 1937.

Færdig fra Trykkeriet den 30. December 1937.
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In natürlicher Fortsetzung früherer Untersuchungen werde 
ich jetzt zeigen, wie es möglich ist, durch Anwendung 

des Runge’schen Verfahrens für Polverschiebung eine dop
pelt-fastperiodische ganze Transzendente zu konstruieren.

Es sei unsere Ausgangsfunktion eine doppelt-periodische 
Funktion mit Polen dritter Ordnung in den Punkten eines 
Quadratnetzes, nämlich in 2 p + 1 + i(2 q + 1), wo (p, q) 
alle Zahlenpaare mit ganzzahligen Koordinaten durchläuft.

Eine solche Funktion ist

~ («“(2p+1) —z(2ç+l))3’

wo s = (/+ it.
Es ist aber zweckmässig, diese Reihe folgendermassen 

umzuschreiben :

/__________ L_____ .____+__________ 1_________
l(s — (2p —1) — i(2q—l))3 (s—(2jD+l) —z(2q—l))3

+__________ 1__________ +__________ j_ _ J.
(s—(2p+l)—z(2<y+l)) (s—(2p—1) — z(2<j-f-l)) /

das allgemeine Glied der Reihe enthält die 4 Glieder der 
ursprünglichen Darstellung, welche den Polen, die Eckpunkte 
eines Quadrates mit dem Mittelpunkte 2p+i2q sind, ent
sprechen, und die Summation soll über alle Zahlenpaare 
(p, q) erstreckt werden, deren Koordinaten ganze ungerade 
Zahlen sind.

1
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Ersetzen wir nun p durch 2 p +1 und q durch 2g+l, 
so entsteht die Reihe

|(s—(4p+l)—i(4ç+l))3 __ __ 1____
(s—(4p+3)— z(4g + l))'!

-|----------------- ---------------------- 1____________ *__________ l
(s—(4/)+3)—z(4g+3))3 (s— (4p + l)— z(4q4-3))3| ’ 

wo (p, q) alle Zahlenpaare mit ganzzahligen Koordinaten 
durchläuft; das allgemeine Glied entspricht den Polen, 
welche Eckpunkte eines Quadrates mit dem Mittelpunkte 
4 p + 2 + z(4q + 2) sind.

Setzt man
y0(s —2 —z2) =

(s — 1 z)3 "T (s — 3 — z)3 + (s — 3— z3)3 (s —1 — z’3)3’ 
(2)

so lässt die gegebene Funktion sich in der Form

/ö(s) 5Po(s~(4p+2) —i(4g + 2)) (1)
(P,9)

schreiben. Die Bezeichnungen haben wir hier so gewählt, 
dass man für gegebene p und q unmittelbar sieht, zu wel
chem Quadrate das Glied gehört, z. B. erhält man für 
p = q — 0 das Glied <p0(s — 2 — z’2), das gerade den 4 Polen 
entspricht, die Eckpunkte des Quadrates mit dem Mittel
punkte 2 —z’2 sind.

Die Funktion /0 (s) ist doppelt-periodisch mit den Perio
den 2 und z’2.

Die Aufgabe besteht vor allen Dingen aus einer Ver
schiebung der Pole

4/j + 1 + z (4 r/— 1 ), (4 p + 3) + z (4 q + 1), 
(4 p + 3) + i’(4 q + 3), (4p -|- 1 ) 4 z (4 q + 3) 
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nach dem Mittelpunkte 4/> + 2z(4</+ 2) des Quadrates; 
da f0 (s) aber die oben erwähnten Perioden hat, werden 
wir uns darauf beschränken nur die Pole 1 + i, 3+z, 
3+z 3, 1 + i 3 zu betrachten, und diese sollen nach dem 
Punkte 2+z‘2 verschoben werden. (Fig. 1).

Fig. 1.

Zunächst verschieben wir den Pol 1 + z" nach 2+z'2, 

dies erreicht man durch Entwicklung des Bruches .
° (s— 1 — z)d

vom Punkte 2 + z2 aus.

erhält man durch Anwendung der Binomialreihe
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1 _ ______ 1____ . (i3)(l + i) (V)(l + O! , 
(s—1—O3 (s-2-12)3_t'(s-2--12)4 (« 2 —12)’ +

diese Entwicklung ist gültig für

oder I s — 2 — z 2 I > 11 + z I = |/ 2.

Da der Kreis |s — 2 — z’2| < ]/2 ganz innerhalb des Qua
drates mit den Eckpunkten f+zf, y+z^-, f+zf, y+z’Ä 
gelegen ist, ist die obige Reihe absolut und gleichmässig 
konvergent in dem Gebiete der komplexen Ebene, das aus
serhalb dieses Quadrates liegt (der Rand soll zum Gebiete 
mitgerechnet werden). Das hier erwähnte Quadrat werden 
wir im folgenden mit Qa (2 + z‘2) bezeichnen, wo 2 +z'2 
der Mittelpunkt ist, während der Index | seinen Abstand 
von den Seiten angibt.

In genau derselben Weise verschiebt man dann die 
übrigen Pole 3 4-z, 3+z 3, l + z3 nach dem Punkte 2 + z 2.

dem Gebiete der komplexen Ebene, das ausserhalb des 
Quadrates (L (2 + i 2) gelegen ist (der Rand soll zum Gebiete 
mitgerechnet werden).

Jetzt haben wir also die vier Entwicklungen

1 1 (Vs) (l + o , (V’)d + 02 ,
(s — 1 — z)3 (s — 2 — z2)s4 (s —2 —z*2)4 (s —2 z’2)5

1 1 _4 (Vs)(-i+0 . (V3)(-i+O2
(« — 3 —z)3 (s — 2 — z 2)3 (s —2 —z’2)4 (s —2 z2)5

1  1 4 (Vs) (-1-0 , (lä)(-i-o2 ,
(s—3—z‘3)3 (s —2 —z'2)3 (.s —2-z2)4 (s —2 —z2)5

1 1 4 (Vs) o-o , (v’)d-o*.
(s—1—z'3)3 (s —2 —z'2)3 (s —2 —z'2)4 (s —2 —z'2)5

welche alle absolut und gleichmässig konvergent sind
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Durch Addition ergibt sich eine Entwicklung der Form

<p0(s-2-z2) = 4
(s—2—z2)3

*0.!

(s-2-z2)4
^0,2 

(s—2 —z‘2)5 + •••, (3)

die sowohl ausserhalb des Quadrates (+(2 + z2) als auch 
auf seinem Rande absolut und gleichmässig konvergent ist. 
Zu bemerken ist aber, dass die Koeffizienten ko,tn den 
Wert 0 annehmen, wenn der Index m eine Zahl der Form 
4r+l, 4r+2 oder 4r+3 ist.

Man erhält somit eine dem Pole 2+z2 entsprechende 
approximierende Funktion

-tpi (s—2—z*2) = 4
(s—2—z 2)3 (s—2 —z2)4 ' (s—2-z2)ni’ (4)

wo nt später festgelegt wird.
Wir wollen uns nun einen Überblick über die Güte der 

Approximation für Werte von s verschaffen, welche fern 
vom Pole 2 + z 2 liegen. Zu diesem Zwecke bestimmen wir 
die positive ganze ungerade Zahl At so, dass

(s —2-z2)3

gültig ist für alle s ausserhalb oder auf dem Rande des 
Quadrates Q2Ni (2 + i 2), dessen Seiten die Entfernung 2 A\ 
vom Mittelpunkte 2+z‘2 haben, und dessen Eckpunkte

2(l-N1) + z2(l-A1), 2(1 + A1) + i*2(l—At),

2(1 + Nt) + z 2 (1 + AQ, 2 (1 - AQ + z 2 (1 + AQ

sind. Für diese Werte von s besteht also — ganz unab
hängig vom Werte von zzx — die Ungleichung

I 5Po (« — 2 — z 2) — z/zj (s — 2 — z 2) |
(s — 2 — z2)3 • (5)
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Innerhalb des Quadrates Q2N(2 4-z2) liegen zVt2 Qua
drate, deren Eckpunkte Pole der ursprünglichen Funktion 
f0(s) sind. (Fig. 2).

Fig. 2.

Wir gehen jetzt dazu über, die Grösse des die approxi
mierende Funktion (4) charakterisierenden Index zu 
bestimmen.

Nachdem wir eine Folge von positiven Zahlen e2, • • - , 
□0 

«„»••• gewählt haben, welche nur der Bedingung tn 

konvergent unterworfen sein sollen, wird z?x derart fest
gelegt, dass die Ungleichung

(6)
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bei jedem s ausserhalb oder auf dem Rande von (G (2 + z'2) 
befriedigt ist.

Mittels der durch die Bedingungen (5) und (6) definier
ten Funktion — 2 — z'2) bildet man nun

fi(s) = y, ^t(s —(4p + 2) —z(4?+2)); (7)

(P, 9)

diese Funktion ist doppelt-periodisch mit den Perioden 4 
und z 4, und sie hat Pole höchstens 7itter Ordnung in den 
Punkten 4 p + 2 — z (4 q + 2), wo (p, g) alle Zahlenpaare mit 
ganzzahligen Koordinaten durchläuft.

Als Verschiebungsgebiet 7\ (2 + z 2) dem ersten Schritte 
der Polverschiebung entsprechend wählt man das geschlos
sene Gebiet, das im Inneren des Quadrates Q2 (2 + i 2), aber 
ausserhalb des Quadrates (G (2 + z 2), liegt, und wir setzen 
ohne weiteres

Z\(2+z2)= Q2(2 + i2)-Q3(2+z2)

(den Rand mitgerechnet).
Nun wollen wir die Differenz f0 (s) — /j (s) für die dem 

Gebiete 7’1(2 + z2) angehörigen Werte von s abschätzen.
Aus (1) und (7) folgt

ÄoCs) —A(s) = (;
( <Zo (s—(4p+2) —z(4g4-2)) — Cs—(4p +2) — z (4 ç + 2))}.

<P-9)

Durch die Ungleichungen (5) und (6) erhält man für 
Werte von s, die zum Gebiete (2 + z 2) gehören:

I 9>o (s—(4p + 2) —z(4z/ + 2)) — (s—(4p + 2)—z(4g + 2)) |

1 
(s-(4p + 2)-z(47 + 2)j3 



10 Nr. 8. Richard Petersen:

welche gültig ist, bei allen Indices p und q, die Polen aus
serhalb des Quadrates Q2N (2 + z2) entsprechen, und ferner 
die Ungleichung

çp0 (s — (4 p + 2) — z (4 9 + 2)) — i/zt (s—(4 p + 2) — z (4 g + 2)) I

die bei allen den Polen im Inneren des Quadrates 
<W2 + z‘2) entsprechenden Indices p und q gültig ist.

Aus (8) ergibt sich somit — indem man sich daran 
erinnert, dass Nt2 Quadrate im Inneren des Quadrates 
Q2Ni(2 + z'2) liegen, deren Eckpunkte Pole der ursprüng
lichen Funktion f0(s) sind — die Ungleichung

I/o GO — A (01 < a\2
i

(.«? — (4p + 2) — z (4 g + 2))3

wo die letzte Summation nur über die Pole ausserhalb 
<U(2 + z 2) erstreckt werden soll.

Jetzt nehmen wir an, dass 2Vj schon so gross gewählt 
ist, dass äusser der Bedingung (5) auch die Ungleichung

2 1
Cs--(4 p+2) -z(4g + 2)):i (10)

für alle s im Gebiete (2 + z 2) befriedigt ist, wenn die 
Summation über alle Pole 4p + 2 + z (4 g + 2) ausserhalb 
des Quadrates (2 + z 2) erstreckt wird. Diese Bedingung 
ist natürlich wie auch die frühere unabhängig von der 
Wahl von zzt.

Aus (9) erhalten wir nun

a0)1 < =
also

l/oCO —A(O| < «i
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für alle Punkte s im Gebiete /\ (2 + i 2). Da aber die Funk
tion /o(s) —/i(s) die primitiven Perioden 4 und z'4 hat, 
gilt diese Ungleichuug auch in jedem der Gebiete

r1(4p+2 + z(4ç+2))

= Q2(4p+2 + z(4ç+2))-Q3 (4p + 2 + i(4ç+2)), 

oder mit anderen Worten: sie gilt auch in einem »Kreuze«, 
das die beiden Achsen umschliesst. Genauer ausgedrückt:

1/oCO —/ï(s)l < (11)

ist gültig für jedes s in den Gebieten

— und —

Damit ist der erste Schritt der Polverschiebung beendet, 
und wir haben dadurch eine Funktion f±(s) erreicht, welche 
doppelt-periodisch mit den Perioden 4 und i 4 ist und Pole 
höchstens n1ter Ordnung in den Punkten 4 p + 2 + i (4q + 2) 
hat, wo (p,q) alle Zahlenpaare mit ganzzahligen Koordi
naten durchläuft.

Als Ausgangsfunktion bei dem zweiten Schritte der 
Polverschiebung benutzen wir nun diese Funktion

A(s) Vh(s — (4p + 2) — z(4? + 2)); (7)
(»,<?)

auch an dieser Stelle ist es zweckmässig, die Reihe um
zuschreiben und zwar folgendermassen
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das allgemeine Glied dieser Reihe enthält die 4 Glieder der 
ursprünglichen Darstellung, welche den Polen entsprechen, 
die Eckpunkte eines Quadrates mit dem Mittelpunkte 
4p + z4q sind, und die Summation soll über alle Zahlen
paare (p,q), deren Koordinaten ganze ungerade Zahlen 
sind, erstreckt werden.

Ersetzt man dann p durch 2p+ 1 und q durch 2ç + 1, 
so entsteht die Reihe

AGO =
JX {(s —(8p + 2) — z‘(87 +2))+(s —(8p4 6) —z(8ç + 2))

(P-7)
+ ip^ (s - (8 p 4- 6) — i' (8 q 4- 6)) + ipt (s — (8 p 4* 2) — z (8 q + 6)))

wo (p, 7) alle Zahlenpaare mit ganzzahligen Koordinaten 
durchläuft; das allgemeine Glied entspricht den Polen, 
welche Eckpunkte eines Quadrates mit dem Mittelpunkte 
8p + 4 4- z (8 q + 4) sind.

Setzt man

5Pi (s — 4 — z 4) = 
ipx (s —2 — z 2) + ipx (s— 6 — z2) + ipi (s — 6 — z (>) + ipt (s —2 — z 6),

so lässt die gegebene Funktion sich auf die Form

AGO — x ' — (8 p+ 4) z'(8ç + 4)) (7)
(p-<z)

bringen. Die Bezeichnungen sind derart gewählt, dass man 
für gegebene p und q unmittelbar sieht, zu welchem Qua
drate das Glied gehört, z. B. erhält man für p = q = 0 das 
Glied y1(s —4 — z’4), das gerade den 4 Polen entspricht, die 
Eckpunkte eines Quadrates mit dem Mittelpunkte 4 + z 4 
sind.
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Die Aufgabe besteht nun darin, die Pole

(8 p 4~ 2) -f- i (8 ç + 2), (8 p + 6) + i (8 q + 2),

(8p + 6) 4~ i (8 q + 6), (8 p 4- 2) 4- i (8 q 4- 6)

nach dein Mittelpunkte (8p + 4) + z(8 q 4- 4) des Quadrates 
zu verschieben; da aber f\(s) die früher erwähnten Perio
den hat, können wir uns darauf beschränken, nur die Pole 
2 4-12, 6 4- z'2, 6 4-16, 2 4-16 zu betrachten, und diese sol
len dann nach dem Punkte 4 4-14 verschoben werden.

Das Verfahren bleibt stets in genauer Analogie mit dem 
bei dem ersten Schritte der Polverschiebung benutzten. 
Durch Anwendung der Binomialreihe auf die einzelnen 
Glieder von ^(s — 4 —14), wobei 4 4-/4 der Entwicklungs
punkt ist, erhält man die folgende Darstellung 

diese Reihe ist absolut und gleichmässig konvergent aus
serhalb und auf dem Rande des Quadrates Q3(44-1’4).

Wir linden hieraus eine dem Pole 4 4-/4 entsprechende 
approximierende Funktion 

wo n2 doch erst später festgelegt wird.
Wir wollen uns jetzt einen Überblick über die Güte der 

Approximation für Werte von s verschaffen, welche fern 
vom Pole 4 4-14 liegen. Zu diesem Zwecke bestimmen wir 
die positive ganze ungerade Zahl jV2 so, dass

*1.1
n — 3 4_ . . . < 1

(s_4 z4)4 (s —4 —z’4)n (s —4 —i4)3
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gültig ist für alle s ausserhalb oder auf dem Rande des 
Quadrates Q4A,2 (4 + z’4), dessen Seiten den Abstand 4N2 
vom Mittelpunkte 4+z4 haben, und dessen Eckpunkte

4(1 — ïV2) + z’4(l — xV2), 4(l + N2) + z4(l-Ar2),

4(1 + At,) + z4(1 + 2V2), 4(1-N2)+z4(1 + N2)

sind. Für diese Werte von s besteht also — ganz unab
hängig vom Werte von n2 — die Ungleichung

I SPi (s — 4 z4) xp2(s~ 4 z‘4) I < | ^ _ 4L - jp |• (13>

Im Inneren des Quadrates (4 + z 4) liegen N22 Qua
drate, deren Eckpunkte Pole der ursprünglichen Funktion 
f \ (s) sind.

Wir gehen jetzt dazu über, die Grösse des die approxi
mierende Funktion (12) charakterisierenden Index n2 zu 
bestimmen.

Wir wählen n2 derart, dass die Ungleichung

15Pi(s —4 —i4) —i/z2(s —4 —z‘4) I < (14)

bei jedem s ausserhalb odei’ auf dem Rande von Q3(4+z‘4) 
befriedigt ist. Mittels der durch die beiden Bedingungen 
(13) und (14) festgelegten Funktion bildet man nun die 
Funktion

ACs) ^2Cs-(8p+4)-z(8q+4)); (15)

diese ist doppelt-periodisch mit den Perioden 8 und z’8, 
und sie hat Pole höchstens n2ter Ordnung in den Punkten 
8 p + 4 + z(8q + 4), wo alle Zahlenpaare mit ganz
zahligen Koordinaten durchläuft.
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Als das dem zweiten Schritte der Polverschiebung ent
sprechende Verschiebungsgebiet F2(4+z’4) wählen wir das 
geschlossene Gebiet, das im Inneren des Quadrates 
Q4(4 + i4), aber ausserhalb des Quadrates Q3(4 + z4), liegt, 
und wir setzen ohne weiteres

F2(4+z4) = Q4(4 +z’4)—()3(4 +z‘4)

(den Rand mitgerechnet).
Nun wollen wir die Differenz f\(s) — f%(s) für die dem 

Gebiete r2(4 + z’4) angehörigen Werte von s abschätzen.
Aus (7) und (15) folgt

__ 7 /i 0) ~/aO) =
{(jPtCs—(8p+4)—z(8ç+4))—z//2(s—(8p+4)—z(8g+4))}. (16) 

(p-<z)
Durch die Ungleichungen (13) und (14) erhält man für

Werte von s, die zum Gebiete 72(4 + z'4) gehören:

|yt(s—(S p — 4> -- i(8</+4))— (8p+4) —1(87 + 4)) I 

(s-(8p + 4)-i(8<? + 4))3

welche gültig ist bei allen Indices p und q, die Polen aus
serhalb des Quadrates Q4V (4+z’4) entsprechen, und fer
ner die Ungleichung

5Pi(s—(8/z + 4) — z(8g + 4)) — z//2(s — (8p + 4)—z'(8q + 4))| < 9 Ç- 2 » 

die bei allen den Polen im Inneren des Quadrates 
Q4V (4+z4) entsprechenden Indices p und q gültig ist.

Aus (16) ergibt sich somit — indem man sich daran 
erinnert, dass ;V22 Quadrate im Inneren des Quadrates 
Q1N (4+z’4) liegen, deren Eckpunkte Pole der ursprüng
lichen Funktion ft(s) sind — die Ungleichung
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f1 (■s‘) ”” ft (s) I < ^22 2jV22 +
1

(s-(8p+4)-z(8ç+4))3 (17)

wo die letzte Summation nur über die Pole ausserhalb
Q4N (4 + z*4) erstreckt werden soll.

Jetzt nehmen wir an, dass N2 im voraus so gross ge
wählt ist, dass äusser der Bedingung (13) auch die Un
gleichung

1
(s —(8p + 4) —z(8q + 4))3

für alle s im Gebiete r'2(4+z‘4) befriedigt ist, wenn die 
Summation über alle Pole 8p + 4 + i(8 q + 4) ausserhalb 
des Quadrates ()4N (4 + i4) erstreckt wird. Diese Bedingung 
ist, wie auch die frühere, unabhängig von der Wahl von n2.

Aus (17) erhalten wir nun

also
fi (s) — Æ 0) I < *2 (18)

für alle Punkte s im Gebiete F2(4+z4). Da aber die 
Funktion /’1(s)—/ö(s) die primitiven Perioden 8 und z‘8 
hat, gilt diese Ungleichung auch in jedem der Gebiete 
U2 (8p + 4 + z(8 7 + 4)), oder mit anderen Worten: sie gilt 
in einem »Kreuze«, das die beiden Achsen umschliesst. 
Genauer ausgedrückt:

I fl OÙ — A («) I < f2 (18)

ist gültig für jedes s in den Gebieten

— 1 < tf < 1 und — 1 < t < 1.

Es wird nun angenommen, dass wir durch den (in—1) ten 
Schritt eine Funktion f _4(s) erreicht haben, welche dop
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pelt-periodisch mit den Perioden 2,n und i2m ist und Pole 
höchstens n^^ter Ordnung in den Punkten eines Qua
dratnetzes 2mp + 2"' *+z (2"'g + 2™ l) hat, wo (p, q) alle 
Zahlenpaare mit ganzzahligen Koordinaten durchläuft.

In Analogie mit den beiden ersten Schritten wird 
auf die Form

+ ‘)-i(2m9+2"' ’))
(P>9)

gebracht, die man dann in

+ V>m_l(S-(2mp + 2”-1)-i(2”,9-2"-1))

+ _i (•’ - (2”'p + 2"' “') - i (2"'? + 2"' -1))

+ - (2”'p - 2"' ~')-i (2"'q + 2"-1))}

überführt. Das allgemeine Glied dieser Reihe enthält die 4 
Glieder der ursprünglichen Darstellung, welche den Polen 
entsprechen, die Eckpunkte eines Quadrates mit dem Mit
telpunkte 2mp + i2"'q sind, und die Summation soll über 
alle Zahlenpaare (p, q), deren Koordinaten ganze ungerade 
Zahlen sind, erstreckt werden.

Ersetzt man p durch 2p +1 und q durch 2ç+l, so 
entsteht die Reihe

4.-1W =JT {v-m-1(»-(2m+1p+2m-1)-i(2'"+19+2"l71)) 

+ ^„I_i(s-(2"l+1p + 3-2','~1)-t(2",+1g + 2",_1)) 

+ ^n_1(s-(2",+1p + 3-2n,-1)-i(2,n+1g + 3.2"’-1)) 

+ ^m_1(s-(2m+1p+2m~1)-i(2m+1g+3-2m_1))}, 

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XV. 8. «>
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wo (jo, q) alle Zahlenpaare mit ganzzahligen Koordinaten 
durchläuft; das allgemeine Glied entspricht den Polen, 
welche Eckpunkte eines Quadrates mit dem Mittelpunkte 
2 p+2 +i(2 q2 ) sind.

Setzt man

so lässt die gegebene Funktion sich auf die Form

t(.s (2"' + 'p+2''')--l(2m+l?+2m)) (19)
(p.<7)

bringen. Die Bezeichnungen sind so gewählt, dass man für 
gegebene p und q unmittelbar sieht, zu welchem Quadrate 
das Glied gehört, z. B. erhält man für p = q — 0 das 
Glied <pm_As-—2"’— i2"j, das gerade den vier Polen ent
spricht, die Eckpunkte eines 
punkte 2n,-H’2m sind.

Die Aufgabe besteht nun (

2m+lp + 2m _1+ i (2m +lq + 2"'_1), 

2"' +1p+ 3 • 2"' _1+ f(2"' +1g+ 3 • 2'"“1),

nach dem Mittelpunkte 2"'+ 
Quadrates zu verschieben; da 
wähnten Perioden hat, können ’ 
nur die Pole

3-2'"_1+z2'”_1, 3-2'

Quadrates mit dem Mittel-

arin. die Pole

2m+‘p + 3-2'"^+i(2'"+'(;+2m-'), 

2"' +Ip + 2"'-1+ i(2'" +1?+3 • 2m~‘)

p 4 2 + z (2 q + 2 ) des 
aber fin_{(s) die früher er- 
vir uns darauf beschränken,

”-1 + /.3-2"’~1, 2m_14-z-3-2"’~1

zu betrachten, und diese sollen dann nach dem Punkte 
2"‘4-i2n’ verschoben werden.
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Wir fahren fort in genauer Analogie mit der bei dem 
ersten und zweiten Schritte der Polverschiebung benutzten 
Methode. Durch Anwendung der Binomialreihe auf die ein
zelnen Glieder von —2"'—z’2"'j, wobei 2m-\-i‘2m der 
Entwicklungspunkt ist, erhält man die folgende Darstellung

diese Reihe ist absolut und gleichmässig konvergent ausser
halb und auf dem Rande des Quadrates 2m-2 (2"'+z2"').

Wir finden hieraus eine dem Pole 2n'+z’2m entsprech
ende approximierende Funktion

wo nm doch erst später festgelegt wird.
Die ungerade ganze Zahl Nm bestimmen wir nun so, dass

^zn —1. 1 + • • + kAzn —l,n —3 + • . < 1
(s —2n —Z*2"')4 (s-2m-z2"')n (s —2"'—12"‘)3

gültig ist für alle s ausserhalb oder auf dem Rande des 
Quadrates dessen Seiten den Abstand
2"’vom Mittelpunkte 2"'+z2"' haben, und dessen Eck
punkte

4(1-Nm) + ,4(1-Nm).

4(1 + Nm) + i4(l +JVm),

4(l + lVm) + i4(l-lVm), 

4(1 -Nm)+ 14(1 + NJ

sind. Für diese Werte von s besteht also — ganz unab
hängig vom Werte von nm — die Ungleichung

2
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Im Inneren des Quadrates Q2mA-m (2™+i~2m) liegen A’m 
Quadrate, deren Eckpunkte Pole der ursprünglichen Funk
tion /■„,_!(«) sind.

Wir gehen nun dazu über, die Grösse des Index n;||, 
der die approximierende Funktion (20) charakterisiert, zu 
bestimmen; nm wird so gewählt, dass die Ungleichung

bei jedem s ausserhalb oder auf dem Rande von 
Q3.2m_2 (2m+z2m) befriedigt ist.

Mittels der durch die obenerwähnten Bedingungen fest
gelegten Funktion (s — 2m—i‘2m) bildet man die Funktion

f„, W = (s - (2m +1 /> + 2m) -1 (2m +1 <7 + 2m)) ; (22) 
(P>9)

diese Funktion ist doppelt-periodisch mit den Perioden 
2m + 1 und z'2m + 1, und sie hat Pole höchstens nmter Ord
nung in den Punkten 2m + 2m+ i(2m+lq-\- 2m), wo (p,q)

alle Zahlenpaare mit ganzzahligen Koordinaten durchläuft.
Als Verschiebungsgebiet Um(2m+z2m) dem mten Schritte 

der Polverschiebung entsprechend wählt man das geschlos
sene Gebiet, das im Inneren des Quadrates Q2m (2m+z2m), 
aber ausserhalb des Quadrates Q32m-2 (2m+z 2m), liegt, und 
wir setzen ohne weiteres

rm(2m+z2m) = Q2m(2m+z2m)-Q3.2m-2(2m+z2m)

(den Rand mitgerechnet).
Nun wollen wir die Differenz — fm(s) für die

dem Gebiete (2m+z2m) angehörigen Werte von s ab
schätzen.
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Aus (19) und (22) folgt

An-.W-Än« U 1(.S-(2m + 1p+2'")-,-C2m+1</+2'")j

1
(s —(2 p + 2 ) — z(2 q+2 ))

-V-m(S-(2m+1p+2m)--i'(2'"+1(/ + 2m))}. (23)

Durch die oben gefundenen Ungleichungen erhält man 
für Werte von s, die zum Gebiete /m(2m+z‘2m) gehören:

— (2 p+2 )—z(2 q + 2 ))

- (S- (2"'+ 'p + 2"‘) - i(2” + \t + 2-)) I

< ________ !_________
(s — (2 p + 2 ) — i (2 q + 2 ))

welche gültig ist bei allen Indices p und q, die Polen aus
serhalb des Quadrates Q2mNm (2™+z 2m) entsprechen, und 
ferner die Ungleichung

I »„.-I (»- <2”+P + 2”)->(2m + lq + 2"))

c
-ipm(s-(2 p+2 )-z(2 q + 2 )) I < --j ,

die bei allen den Polen im Inneren des Quadrates 
^Nm + z‘2m) entsprechenden Indices p und g gültig ist.

Aus (23) ergibt sich somit — indem man sich daran 
erinnert, dass Nm Quadrate im Inneren des Quadrates 
^2mNm (2 *+z'2m) liegen, deren Eckpunkte Pole der ursprüng
lichen Funktion / t(s) sind — die Ungleichnng

(24)
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wo die letzte Summation nur über die Pole ausserhalb des
Quadrates Q2mAr„, (2”’+z2m) erstreckt werden soll.

Jetzt nehmen wir an, dass Nm im voraus so gross ge
wählt ist, dass äusser der Bedingung (21) auch die Un
gleichung

1
(s - (2m + lp + 2m) - i(2m + lq + 2m))3

für alle s im Gebiete rm(2m+z'2m) befriedigt ist, wenn 
die Summation über alle Pole ausserhalb des Quadrates 
Q2"k„,<2 + z’2m) erstreckt wird. Diese Bedingung ist unab
hängig von der Wahl von nm.

Aus (24) erhält man

I /jn-t (s) — fm (s) I < • y- + y = em,
2 ,V,,i z

also
|/m-l(S)-/m(S)| <

für alle Punkte s im Gebiete 1 'm (2™+ z 2m). Da aber die 
Funktion fm_x (s) — fm (s) die primitiven Perioden 2m+l und 
z‘2n ' L hat, gilt diese Ungleichung auch in jedem der Ge
biete Fm(2m 1 lp + 2m-r i(2m r 'q + 2™)), oder mit anderen 

Worten: sie gilt in einem »Kreuze«, dass die beiden Ach
sen umschliesst. Genauer ausgedrückt:

Zm-tW-ZmØl < (25)

ist gültig für jedes s in den Gebieten

— 2 < a < 2 und —2 -5 / < 2

Nachdem wir nun die Konstruktion dei' Funktionen 
/t(s). /à CO’ ' ' ‘ durchgeführt haben, müssen wir
vor allem zeigen, dass die Folge
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/oO). A(s). • • •> fm0). • • •

eine Grenzfunktion /(s) hat. die eine ganze Transzen
dente ist.

Zu diesem Zwecke betrachtet man, wie gewöhnlich, das 
Verhalten im Inneren des Kreises | .s | < (>.

Wird M so gross gewählt, dass 2 > q, ergibt sich
aus (25) die Ungleichung

\fm-^)~fTn(s)\ <6m,

die für m> M bei allen Punkten s im Inneren des Kreises 
gültig ist.

Wir gehen jetzt dazu über, die Konvergenz der Reihe

00

M + l

innerhalb des Kreises | s | < q zu untersuchen.
Da die Pole der einzelnen Glieder dieser Reihe alle im 

Gebiete | s | > 2M > 2M 2 > liegen, sieht man unmittelbar, 

dass jedes der Glieder eine analytische Funktion im Gebiete 
H ist. Aus der Ungleichung — < em in

00

Verbindung mit unserer Voraussetzung, dass konver

gent ist, ergibt sich nunmehr durch eine Majoranten
betrachtung, dass die Reihe gleichmässig konvergent für 
|s| <o ist, und dass ihre Summe f(s) eine analytische 
Funktion ist.

Dies ist aber damit gleichbedeutend, dass die Folge von 
Funktionen /o($), /i(s)> eine Grenzfunktion f(s) hat. 
Da £ beliebig gross gewählt werden kann, haben wir damit 
bewiesen, dass f(s) eine ganze Transzendente ist.
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Um den trivialen Fall, wo f(s) auf eine Konstante 
reduziert wird, auszuschliessen, wollen wir die Zahlen 

f2, ' ' ' ' em’ n°ch einer Bedingung unterwerfen.
Aus

00

/(s) = /o(s) +
1

erhält man für o = 0
00

/•(//) = /o(z7) + ^ (40’0-4-1 GO).
i

wo
|4GO-4-iGO| < *m-

Wird jetzt ein solcher Wert von t gewählt, für wel
chen foCit^) von Null verschieden ist, und wird dann die 
Zahlenfolge «2, ’’’ derart festgelegt, dass die

Summe der Reihe ^em kleiner als — | /0 (H^) | wird, so erhält
1 —

man — indem man sich daran erinnert, dass /o(O) = 0 
—- die folgenden Ungleichungen

00

I f(üi) I > I /o GO) I — > 11 fo W I

1

00

I /(O) I < I fo(o) I + »„, < i I /■„(;/,) I.

1.

Falls man den Zahlen e2, • • •, s , ••• diese ver
schärfte Bedingung auferlegt, wird /’(•?) also nicht auf eine 
Konstante reduziert.

Es hleibt noch übrig, die fastperiodische Struktur der 
Grenzfunktion zu untersuchen.

c bezeichne eine beliebige positive Zahl; dann bestimmt 
2

man M so, dass 2 > c; aus der Darstellung
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00

f(s) = fM(s)+ J57 (/mOWm-J«))
M + 1

lässt sich nun sofort schliessen, dass /’(s) im Streifen 
(—c, c) fastperiodisch ist, denn die Reihe ist gleichmässig 
konvergent, und ihre einzelnen Glieder sind in diesem 
Streifen fastperiodische (sogar reinperiodische) Funktionen. 
Da aber diese Überlegung für jede feste positive Zahl c 
gültig ist, haben wir damit bewiesen, dass die Grenzfunk
tion /(s) jedenfalls in [er] — [—oo, + oc] fastperiodisch ist. 
Als Grenzfunktion reinperiodischer Funktionen ist /‘(s) 
übrigens grenzperiodisch.

In genau derselben Weise studiert man das Verhalten 
im Streifen —c < t < c; man zeigt, dass f(s) in diesem 
Streifen fastperiodisch ist, f(s) ist also in jedem festen 
Streifen —c<t<c eine fastperiodische Funktion von s, 
d. h. f(s) ist fastperiodisch in [t] = [—oc, + oc].

Es ist uns somit gelungen, eine Funktion f(s) = /(ff+z/) 
aufzubauen, welche die folgenden Eigenschaften hat:

/(g"+ it) ist sowohl eine fastperiodische Funktion von t 
für jedes feste o' = o0 als auch eine fastperiodische Funk
tion von er für jedes feste t = ta, und ferner ist f(ö+it) 
eine fastperiodische Funktion von s = 0"+z7 in [c] = 
[— oo, + oc] und [f] = [—oo,+oo], d. h.

Wir haben die Existenz ganzer transzendenter 
Funktionen von doppelt-fastperiodischer Struk
tur bewiesen.

Færdig fra Trykkeriet den 29. Januar 1938.
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In einer früheren Note hat der eine von uns1 darauf hin
gewiesen, dass beim /9-Zerfall äusser den gewöhnlichen 

Elektronen stets auch Positronen zu erwarten sind. Eine
vorläufige grobe Abschätzung der Wahrscheinlichkeit dieser

N+Prozesse ergab für die relative Anzahl — der emittierten

Positronen und Elektronen die Grössenordnung 10 4 in
Übereinstimmung mit den Experimenten von Alichanow,
Alichanian und

Auswertung von

Kosodaew2. Eine genauere numerische 

ÄF für die in diesen Experimenten auf

tretenden /î-Energien zeigte jedoch, dass die theoretisch zu
erwartenden Positronenanzahlen viel zu klein sind, um
diese Experimente erklären zu können.

Nach der Fermischen Theorie3 besteht ein /^-Zerfall 
darin, dass sich ein Neutron in ein Proton verwandelt 
unter gleichzeitiger Emission eines Elektrons und eines 
Neutrinos. Weiter ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass 
ein solcher Prozess stattfindet, in erster Näherung propor
tional dem Quadrat der universellen Konstante g der Fer
mischen Theorie. Wegen der elektrischen Ladung des Elek
trons und des Protons stehen diese Teilchen in elektro
magnetischer Wechselwirkung mit den virtuellen Elektronen, 
welche nach der DiRAc’schen Theorie4 des Positrons alle

1 C. Møller, Nature, 137, 314 (1936).
2 A. I. Alichanow, A. 1. Alichanian, M. S. Kosodaew, Journ. de Phys. 

7, 163 (1936).
3 E. Fermi, Zs. f. Phys. 88, 161 (1934).
4 Dirac, Principles of Quantum Mechanics, 238 (1930).

1
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Zustande negativer Energie auffüllen. Diese Wechselwirkung 
bewirkt, dass das /J-Elektron während seiner Erzeugung 
einen Teil seiner Energie an ein Elektron in einem nega
tiven Zustand abgeben kann, wobei das letztere Elektron 
in einen Zustand positiver Energie übergeht. Es entsteht 
dabei in der Verteilung der Elektronen in den negativen 
Zuständen ein »Loch«, welches in der DiRAc’schen Theorie 
als ein Positron interpretiert wird. Man erhält also in dieser 
Weise in höherer Näherung die Möglichkeit eines Pro
zesses bei dem sich ein Neutron in ein Proton verwandelt 
unter gleichzeitiger Emission eines Neutrinos, zweier Elek
tronen und eines Positrons.

Da die Wechselwirkungsenergie zwischen zwei Teilchen 
der Ladung plus oder minus e in erster Näherung propor
tional e2 ist, wird die Wahrscheinlichkeit des erwähnten
Prozesses proportional (ne2)2, oder aus dimensionellen Grün- 

e2 1den proportional (<ja)2, wo a = = die Feinstruktur-
Tic 137

konstante bedeutet. Für — ergibt sich alsoiV

wo k eine Funktion der oberen Grenze des /^-Spektrums 
ist, die wir in § 1 und § 3 genauer bestimmen werden 
(vgl. Fig. 2).

Wie aus § 1 hervorgeht, haben wir den Prozess bei dem 
die zwei Elektronen und das Positron entstehen als einen 
Elementarprozess höherer Näherung behandelt. Man kann 
jedoch formal denselben Prozess auch als einen zusammen
gesetzten Prozess behandeln, indem man erst das emit
tierte /î-Teilchen durch eine ausgehende Kugelwelle mit 
bestimmter Energie und mit einer Singularität im Nullpunkt 



Über die innere Paarerzeugung beim ß-Zerfall. 5

darstellt, und dann die Wahrscheinlichkeit einer Paarerzeu
gung durch diese Kugelwelle berechnet1. Trotzdem die 
beiden Methoden in ihren Ausgangspunkten sehr verschie
den sind, liefern sie doch, wie wir in § 2 zeigen werden, 
dieselbe Endformel. Dieses Resultat ist in Übereinstimmung 
mit dem Ergebnis von Knipp und Uhlenbeck8, welche 
gezeigt haben, dass die beiden Methoden auch bei der Be
rechnung der Ausstrahlung von Lichtquanten beim /LZer- 
fall dasselbe Resultat liefern. Es muss jedoch bemerkt 
werden, dass man bei unserem Prozess im Gegensatz zu 
dem Prozess von Knipp und Uhlenbeck die Ladung des 
Protons mitberücksichtigen muss. In unserem Fall erhält 
man nämlich nur Übereinstimmung zwischen der von uns 
und der von Tisza benutzten Methode, wenn man in der 
letzteren der Ladung des entstehenden Protons in einer 
von ihm angegebenen Weise Rechnung trägt (vergl. § 2).

§ 1.
Wie in der Einleitung erwähnt, kann sich ein Neutron 

nach der Fermischen Theorie in ein Proton verwandeln 
unter gleichzeitiger Emission eines Elektrons und eines 
Neutrinos. Die Wahrscheinlichkeit dieses Prozesses ist in 
erster Näherung bestimmt durch das Matrixelement der 
Wechselwirkungsenergie zwischen den schweren und den 
leichten Teilchen (Neutronen, Protonen beziehungsweise 
Elektronen, Neutrinos).

Gehl das Neutron vom Zustand AT über in ein Proton 
im Zustand P unter Emission eines Elektrons im Zustand 
.$■ und eines Neutrinos im Zustand g, hat dieses Matrixele
ment die folgende Form

1 Vergl. L. Tisza, Sow. Phys. 11, 425 (1937).
2 J. K. Knipp und G. Uhlenbeck, Physica, III, 425 (1936).
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(P|cSff|N) = g^^.^X) ^p(X)-ips(X) Ô fPa(X)dX, (1) 

wobei (&N(X), lEp(X), ips(X) und yo- (JS7) die Eigenfunk
tionen des Neutrons, Protons, Elektrons und Neutrinos in 
den betreffenden Zuständen sind, und die Integration über 
den ganzen Raum zu erstrecken ist. Ferner ist g die uni
verselle Konstante der Fermischen Theorie und

Wenn man den Einfluss der Kernladung auf die Eigen
funktion des Elektrons vernachlässigt, so dass man für ips 
und (f>a ebene Wellen benutzen kann, wird die Wahrschein
lichkeit dafür, dass ein /Î-Elektron mit einer Energie zwi
schen E und E E dE emittiert wird für »erlaubte« Über
gänge nach dieser Theorie gleich

IV (/• ) dE = I (PI I I Y) I2.- (E* - mV)7’ E’
Tz (/zc)6 1 1 (2)

(J)^EfdE,

wo D die Differenz der Energie des Kernes vor und nach 
dem Prozess ist. I) ist also gleich der oberen Grenze des 
^-Spektrums, wenn man die Ruheenergie des Elektrons 
miteinbezieht. Ferner ist

(P I 1 I N) = (X) (X) rfX. ' (3)

was man aus (1) erhält unter der Voraussetzung, dass die 
de BROGLiE-Wellenlängen des Elektrons und des Neutrinos 
gross sind im Vergleich mit den Kerndimensionen.
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Uni nun den in der Einleitung erwähnten Prozess zu 
erhalten, bei dem ein Positron entsteht, müssen wir äusser 
der Fermischen Wechselwirkung zwischen schweren und 
leichten Teilchen auch die elektromagnetische Wechselwir
kung zwischen Elektronen unter sich und zwischen den 
Elektronen und Protonen berücksichtigen, und zwar ge
nügt es nicht einfach die Coulombwechselwirkung zu neh
men, da die/^-Teilchen Geschwindigkeiten haben, welche mit 
der Lichtgeschwindigkeit vergleichbar sind. Die elektromag
netische Wechselwirkung zwischen den Elektronen gestatten 
einen Übergang bei dem ein Elektron übergeht vom Zu
stand 1° in den Zustand 1, während gleichzeitig ein zweites 
Elektron übergeht vom Zustand s in den Zustand 2. So
lange man sich nun auf die Näherung beschränkt, in der 
die Wahrscheinlichkeitsamplitude proportional dem Quadrat 
der elektrischen Ladung ist, kann man bekanntlich1 die 
Wechselwirkung beschreiben durch Einführung eines Ope
rators, dessen Matrixelement für den betrachteten Übergang 
(1°, ( 1,2) die folgende Form hat

1 C. Møller, I: Zs. f. Phys. 70, 786 (1931); II: Ann. d. Phys. 14, 
531 (1932). L. Rosenfeld, Zs. f. Phys. 73, 253 (1931). H. Bethe und 
E. Fermi, Zs. f. Phys. 77, 296 (1932). V. A. Fock und B. Podolsky, Sow. 
Phys. 2, 275 (1932).

(1, 2 I UI 1°, s) = (21 4- e ®t, r (jr) e («, A t, r («)) | s). (4) 

Öh, i° (æ) und bilden zusammen die zur Zeit t = 0
und an der Stelle .r genommenen Komponenten des Vierer
potentials, welches der dem Übergang 1°->1 zugeordneten 
Ladungs- und Stromverteilung entspricht.

Für den Fall dass 1 und 1 beide freie Zustände sind 
mit den Eigenfunktionen
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Hier bedeuten , E.° und —, E, die Impulse und Ener- 
c c

gien der Elektronen in den Zuständen 1° und 1, während 
und zq die entsprechenden vierkomponentigen auf eins 

normierten DiRAc’schen Wellenamplituden darstellen. End
lich ist V wie gewöhnlich das Volumen eines grossen 
Kastens, in dem wir uns das ganze System eingesperrt 
denken.

Entsprechend ist die Wechselwirkung zwischen Proton 
und Elektron beschrieben durch einen Operator mit dem 
Matrixelement

(1,P| Up\l°,P') = (P| + eø1.1o + e(apM1,r)|P'), (7) 

wo P und P' zwei Protonenzustände sind, und a‘‘ der Di- 
RAc’sche Matrixvektor für das Proton darstellt.

Es ist nun klar, dass man in höherer Näherung einen 
Prozess erhalten kann, bei dem das ß-Teilchen im Moment 
seiner Entstehung einen Teil seiner Energie an ein Elektron 
in einem Zustand negativer Energie abgibt, so dass sich 
ein Neutron im Zustand N in ein Proton im Zustand P 
verwandelt unter Emission eines Neutrinos im Zustand a, 
zweier Elektronen in den Zuständen 1 und 2 und eines

loc. eit. C. Møller, I Seite 789, Formel (4). 
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Positrons, das dem freigewordenen negativen Elektronen
zustand 1° entspricht.

Die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit für diesen Prozess 
ist dann nach der gewöhnlichen Störungsrechnung gegeben 
durch

y <î (Ex + 4- Ep ; E„ -- Et 4- E2) ■

^<1,21171 l°,S)(P|cM|JV)+ y^(l,P|Up|l''>P')(P'|cM|N) (8)
4-' Et+E2^Et-^Es E. + Ep-rF^^E,,,

2
-T- (dasselbe mit 1 und 2 vertauscht) ,

wo die Summationen über s und P- über alle Elektronen- 
bzw. alle Protonenzustände zu erstrecken sind. Das letzte 
Glied (dasselbe mit 1 und 2 vertauscht) ist ein Austausch
glied, das der Gleichartigkeit der beiden Elektronen Rechnung 
trägt. (8) verschwindet also wie das Pauliprinzip verlangt, 
wenn die Zustände 1 und 2 identisch sind.

Wir setzen jetzt für die Eigenfunktionen der Elektronen
zustände 2 und s die ebenen Wellen

(9)

indem wir hier überall den Einfluss der Kernladung ver
nachlässigen.

Einsetzen von (6) und (9) in (4) ergibt dann

(1,2 | P| 1°, s) -
/l2C2C2 Uj ut° U^Us-^r (ut Ct , u.2 (C us)

d,r.

(10)
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Das in (10) auftretende Integral über das Volumen des 
Kastens ist wegen der Orthogonalität der Eigenfunktionen 
gleich Null, äusser wenn ps = p

P = Pi+Pz^Pi° (11)

und ist in diesem Fall gleich V, so dass der Impuls im 
Gegensatz zur Energie beim Übergang in einen Zwischen
zustand erhalten bleibt. Daher reduziert sich die Summa
tion über s in (8) auf eine Summe über die vier zu dem 
durch (11) gegebenen Impuls ps = p gehörigen Zustände. 
Diese letzte Summation lässt sich mit Hilfe der von Casimir1 
stammenden Methode ausführen; zum Beispiel wird unter 
Benutzung von (1) und (3)

'S

s

WO

(13)

man

(14)

gesetzt hat,

gesetzt ist.
Für die Summe über s in (8) erhält man so, indem

(P|1|N) [ut • u2 -F (ut « u t , u2 a)] (F + H ) à uo

ghW
zrV2

4-ü
(P|l |n)-a!2,

(15)

wo .V[2 als Abkürzung eingeführt ist.

1 H. Casimir, Helv. Phys. Act. 6, 287 (1933).
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Bei der Auswertung der Summe über P' in (8) kann 
man das zweite Glied in (7) vernachlässigen, da es pro
portional ist dem Verhältnis zwischen Protonengeschwin
digkeit und Lichtgeschwindigkeit. Benutzt man ferner, dass 
unter den früher erwähnten Voraussetzungen über die de 
BROGLiE-Wellenlängen der Elektronen

f— JO f—
-e dX = \WpWp,-dX =

•/ V

j 0 für P'^P
)1 - P'=P

erhält man für die Summe über P' unter Benutzung von (6)

(16)

p
wo Ap wieder als Abkürzung steht.
, Wir fragen jetzt nach der Wahrscheinlichkeit eines Pro
zesses, bei dem in dem Interval [d/2l; (Et, Et + dE^j, 
Pa in [dß2; (E2, E24-dE2)], pa in [dßff; (Ea, Eff+dEff)] 
und schliesslich ~^pt° in [d.Q^; (4-E^,-r Ef + dE’’)] liegt, 
wobei d/2L usw. die Raumelemente der respektiven Emis
sionsrichtungen bedeuten. Diese Wahrscheinlichkeit erhält 
man aus (8) durch Multiplikation mit den Faktoren

Vd.Qj^ EtdEi VdSi^p^E^dE^
(hcÿ (hc)z

VdSl^p^ I Et° [ dE4
(hc)3

welche die Anzahl der Zustände in den betreffenden Inter
vallen angeben.

Wir summieren jetzt diese Wahrscheinlichkeit über alle 
Zustände des Neutrinos und über alle Spinzustände der 
Elektronen und des Positrons. Ferner integrieren wir über 
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alle Raumwinkel und erhalten dadurch die Wahrschein
lichkeit dafür, dass die beiden Elektronen und das Positron 
mit Energien in den Intervallen (Et, + dEt), (E2, E2 + dE2) 
und E^,-i-Et°+dE ' ) emittiert werden. Indem wir die 
Energie -i-Et° des Positrons auch mit E bezeichnen,

D setzen und (13), (15) und (16) benützen, 
erhalten wir für diese Wahrscheinlichkeit den Ausdruck

P (El, E2, E+) dE} dE2 dE+ =

2^ V4/hL\p27i;2(/J4-E)2/vE+/(/u-)4e-l|(P|l|.V)|2
h (her rV4----------- (4yr) ’ (l8)

■f(El,E2,Ee)dE1 dE2dE+,

f(El,E2,Ee) =
(19)

Hier bedeutet X Summation über die zwei möglichen Spin

zustände der beiden Elektronen, des Positrons und des Neu
trinos, während X<21 und X21 aus und xf2 durch Ver
tauschung von 1 und 2 hervorgehen.

Mit Hilfe von (2) kann man schliesslich (18) in der fol
genden Form schreiben

W (E)
E ■ (E2 ~ m2 c4)1^2

f(Et,E2,E^.
(20)

Die Formel (20) gilt unverändert, wenn man statt des 
Fermischen Wechselwirkungsansatzes den Ansatz von Ko- 
NOPINSKY und Uhlenbeck1 benutzt, nur hat man dann für

E. J. Konopinsky und G. E. Uhlenbeck, l’hvs. Rev. 48, 7 (1935). 
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W(E) den entsprechenden Ausdruck einzusetzen. Vielleicht 
gilt (20) sogar unabhängig von speziellen Annahmen über 
den Mechanismus des ß-Zerfalls.

§ 2.
Bevor wir zu einer näheren Auswertung von (20) über

gehen, wollen wir jetzt zeigen, dass diese Formel sich auch 
mit Hilfe der von Tisza benutzten Methode ableiten lässt.
Da in der Arbeit von Tisza die allgemeine Formel nicht 
angegeben ist, indem er schon bei der Herleitung seiner 
Endformeln gewisse Approximationen einführt, müssen wir 
hier erst kurz die Ableitung der allgemeinen Formel mit 
Hilfe dieser Methode skizzieren.

Nach Tisza beschreibt man das ausgehende /^-Teilchen 
mit der Energie E durch eine passende Mischung der fol
genden vier singulären Lösungen der DmAC-Gleichung, 
welche alle auslaufende Kugelwellen darstellen.
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r
= (E + £amc2\ 2

1 Vergl. Knipp und Uhlenbeck, loc cit. p. 427. (21) stimmen, abge
sehen von triviellen Phasenfaktoren, mit den Lösungen von K. und U. 
überein.

a \ 8 71 pc /

1+1 lur a =
I r 1 für a =

p = ni2 c4) 2

a2

Die Lösungen und a2 entsprechen den Fällen l = O, 
i = bezw. / — 1 , / = 1 und sind so normiert, dass der 

2 2
gesamte Strom durch eine grosse Kugel gleich eins ist1.

Wir berechnen jetzt die Wahrscheinlichkeit dafür, dass 
das /^-Teilchen von einem der vier Zustände a in einen
Zustand 2 während gleichzeitig ein Elektron in dem nega
tiven Zustand 1° in den positiven Zustand 1 übergeht. Um 
diese Übergangswahrscheinlichkeit zu erhalten, bilden wir 
die dem Übergang «->2 entsprechende Strom- und La
dungsdichte 

wo t/>2 durch (9) gegeben ist. Wie Tisza bemerkt hat, er
füllen die Ausdrücke (23) die Kontinuitätsgleichung nur 
ausserhalb des singulären Nullpunktes, was damit zusam
menhängt, dass +f( nur das auslaufende /^-Teilchen und 
nicht das im Kern entstehende Proton beschreibt. Um die 
Kontinuitätsgleichung zu erfüllen, müssen wir daher in (23) 
ein Glied hinzufügen, das nur im Nullpunkt von Null ver
schieden ist und der entstehenden Protonenladung Rech
nung trägt. Wie in § 1 können wir auch hier die Bewegung 
des Protons vernachlässigen, so dass in (23) nur die La
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dungsdichte zu modifizieren ist. Nennen wir die zusätzliche 
^(E4-&)1

Ladungsdichte a'e " > so lautet die Kontinuitäts
gleichung

^^(E^E2) [-^e ^2tpa + ç'2 a] + divce-ip2atpa = 0. (24)

Wenn man diese Gleichung über eine Kugel mit Radius r 
und Zentrum im singulären Punkt integriert und dann r 
gegen Null gehen lässt, erhält man mit Hilfe des Gauss’- 
schen Satzes

hcö (jc) . i* — .
« = rêTëT) ,'™„ Jce ' 'da’ (25)

wo d(<) = <)(x) • ô'(ÿ) • ö(z) und ô'(æ) die DiRAc’sche Deltafunk
tion ist. Das Integral in (25) ist über die ganze Oberfläche der 
Kugel zu erstrecken, und «n bedeutet die Komponente von 
a nach der äusseren Normale. Durch Einführung der Aus
drücke (9) und (21) für xp2 und ipa in (25) erhält man 
durch elementare Rechnung

(/ic)2 Naö(x) 

ttV XE^E^ (E+^mc2)
(26)

wo die Grössen u+, u bzw. »t, die Amplituden der
(Il Cli ll2 J

vier verschiedenen ebenen Wellen mit dem Impuls Null 
und der Energie + mc2 bzw. 4- znc2 darstellen, also

0 0 0 1

(27)
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Die erwähnte Übergangswahrscheinlichkeit ist nun gleich

12
(28)

Hier sind (D2 a und yl2 (( die zur t = 0 genommenen retar
dierten Potentiale, welche der Ladungsdichte (»., (/ = -4- e • +
q2 (l und der Stromdichte ec-ip%ailJa entsprechen.

Zum Beispiel erhält man unter Benutzung von (5)

(M‘ä

In derselben Weise erhält man

i/.>
W“

e-4- e lr c2 iV ö (;r) • u2 na x 7 & a

ti V 2 (E ~ E%) (E + ea mc2)

, - Ä“ (1*2,
d.r ce • u2 a ipa • e hc

. (hc)'1
7T

/>1, ;r)
e

(30)

Weiter erhält man leicht mit Hilfe von (11), (14) und (21)

wo die Spinoren iv gegeben sind durch
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E + znc2
P'z

E+mc*
0
1
0
1

‘ E + mc2

• 2E — mc

Also erhält man unter Benutzung von (14), (22), (29), (30), 
(31) und des Energiesatzes E~A'2 = Et^-E^, der durch 
die Deltafunktion in (28) gesichert ist.

Durch direkte Ausrechnung findet man leicht, dass

(E + enmc2) wa = (E + H') ua (34)

wo H' und zz ( durch (13) und (27) gegeben sind. Wir er
halten jetzt die Wahrscheinlichkeit, einer Paarerzeugung 
bei dem die Energie des Elektrons bzw. des Positrons zwi
schen Et und 4~ bzw. E+ = -i-E^ und E+-dE liegt 
durch Multiplikation von (28) mit den Zustandsdichten

Vidensk. Selsk. Math.-fvs. Medd. XV, 9 2
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Vp1E1dEldS2l Vp2E2dE2dil2 Vp^E dEdSix° 
(he)3 (hc)3 (hc)3

und Integration über dE2, diir, d<>2 und dSi^ sowie Sum
mation über die beiden Spinrichtungen der beteiligten Teil
chen. Es ergibt sich mit Hilfe von (34)

(DadEldE+ / e2\2 4 p, Er p2E2p<°E dExdE+ 2= U ? 1 p(E+^)1 -- (W

(dp2 Ij dP,. 2'|.4«J2.
• • • S,. S,. S, o

(35)

wo E2 hier überall gleich Æ 4- Er 4- E zu setzen ist, und 
der Spinor A gegeben ist durch

A = i^u^- u2 4- (ut a ut°, u2 tt)J (E + H) ' ur U]° • u2
h-I ' /,-(£,-£,•) (36)

4-(dasselbe mit 1 und 2 vertauscht).

Wir müssen jetzt die Ö> (’s in denjenigen Verhältnissen kom
binieren, in welchen die ip 's in den /^-Strahlen vertreten 
sind. Wir bilden also

® = z»«®«-
a

£ 9a = 1
(37)

und entnehmen die Gewichte ga aus der Fermi’schen Theo
rie. Nach Knipp und Uhlenbech1 ist

1 loc. cit., p. 430.
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Setzt man (35) und (38) in (37) ein, hebt sich der Faktor 
E + f(( mc2 weg, so dass die Summation über a in (37) sich 
auf eine Summation des Ausdrucks | Aun|2 über die vier 
verschiedenen Zustände ua mit dem Impuls Null reduziert. 
Mit Hilfe der Vollständigkeitsrelation erhält man

2? I Aua|2 = AA. (3»)

Multiplizieren wir endlich in (37) mit dem Energiespek
trum W(E) der ^-Strahlen, erhalten wir schliesslich unter 
Benutzung von (22) die Grösse

/e2\2 4 plElp2EzpeE+ W(E)
\7i(J 7i2 E (E2 -r m2c4)/-2 (4 zr)3

(40)

was, wie man leicht sieht, mit (20) identisch ist. Wenn 
man nämlich die Ausdrücke für Vp2 usw. in (19) einsetzt, 
bemerkt man sofort, dass sich f in (20) in der folgenden 
Form schreiben lässt

Führt man jetzt die Summation über die beiden Spin
richtungen und die Mittelung über alle Raumrichtungen 
des Neutrinos aus, erhält man

$1» s2, S]O

wodurch (20) und (40) identisch werden.
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§ 3.
In den erwähnten Experimenten von Alichanow usw. 

misst man direkt die Energieverteilung der Positronen so- 
N+

wie das Verhältnis der totalen Anzahlen der emittierten 

Positronen und Elektronen. Die aus unserer Theorie fol
gende Energieverteilung W+(E+) der Positronen erhält man 
aus (20) durch Integration über die möglichen Werte von 

und 7i2, d. h.

Z» 1)~ —nie2 /♦ -4-/is

W+(E+) = \dE2 XdE^CE^ E2, E+). (41)
v mc2 ♦ mc2

Die Integrationsgrenzen folgen aus der Bedingung, dass die 
vom Kern abgegebene Energie I) zwischen den vier emit
tierten Teilchen zu verteilen ist; hierbei ist, wie überall, 
die Neutrinomasse gleich Null gesetzt. Man sieht, dass das 
Positronenspektrum sich über das Interval

erstreckt.
mc < h

erhält man also

< I) 2 mc’ (42)

z» D-?2/hc*

\ H’+(E+)rfE 
■V J
N" "

\ W(E) dE
t) mc2

(43)

Bevor wir aber (41) und (43) numerisch auswerten können, 
müssen wir erst die Spinsummationen in (19) ausführen. 
Durch Ausquadrieren von | Xe12 4- Xf2 4- X21 + X21 |2 erhält 
man offenbar sechzehn Glieder. Die entsprechenden sech
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zehn Spinsummationen können wieder mit Hilfe der Casi- 
Min’schen1 Methode ausgeführt werden. Die Rechnungen 
sind elementar aber langwierig. Wir haben in den Schluss
formeln die folgenden Symbole für die auftretenden Vierer
vektoren und deren Verknüpfungen eingeführt:

1 loc. eit.

^1 — {Pl» ^1}» ^2 {p2>Æ2}, ^*1° —

!>' = /<) = />, + P2 -J-Pp

(P,,P2) = /■.',K.,-(p1, p2>. (P, P,.) = EPl.-(p’,p1.)U.s.w.

[P,,P2] = ElE2 + (p1,p2), [P', P,.] = EEp + Cp'.p^u.s.w.

Hs gilt offenbar

(P1; />,) = E?4-p? = m*c4 = (P2, P2) = (Pt-, P,.)

Pi.Pi] = E'i + p; = 2/^-J-msc4 u.s.w.

Dagegen ist
(P', P') > 9 m2c4.

Die runden Klammern sind relativistisch invariant im Gegen
satz zu den eckigen Klammern. Die letzteren treten nur in 
denjenigen Gliedern auf, welche von der Protonenwechsel
wirkung herrühren, was damit zusammenhängt, dass die 
schweren Teilchen von Anfang an unrelativistisch behan
delt worden sind. Unter Benutzung von (44) erhält man 
dann für die sechzehn erwähnten Glieder, nachdem schon 
die Integration über die Raumrichtungen des Neutrinos 
ausgeführt ist:
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I XL 12 = (dasselbe mil 1 und 2 vertauscht).
4 7T ,1

1

e yc
21 A12

ja.yg.g £aÆi.{ [n'2<-4+ (A. PÛ-HA, M - (r2, M • 

■[i^c'E^Ee^v, PÙ ^(Pf. P2)] + 

4E(2m2c‘ [(P,,P.)4(PS. P,«)] + m2e‘ [(Pt, Pr)4m2c‘j + 

4 (P,, P2) [(Pr, Pr)+ (Pr, P2)] 4- (Pr, P2) [(P,, P2) 4 (P,, /»] )[

e ve
12 A2 1

Diese vier Glieder enthalten nur die Wechselwirkung
zwischen den Elektronen im Gegensatz zu den jetzt folgen
den zwölf Gliedern, welche auch von der Wechselwirkung 
zwischen Proton und Elektron abhängen. Vernachlässigung 
der letzteren Wechselwirkung bedeutet also, dass nur die 
Glieder (45) in (19) übrigbleiben.

( x", | [2 = (dasselbe mit 1 und 2 vertauscht).

(45)

(46)
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______1_ _J
~ ~ Z?,°) i E1.([P1,P2] + mac4)+

+ ([/>1% P,] + m2e4) + E2 ([P,.. P,J + mac4) 4- 2 )

1
21

mit 1 und 2 vertauscht)(dasselbe

1 1
4 71

• ([Pr, 1\] + m2c4) + [P2, Pr] [P’, Pj +

(dasselbe mit 1 und 2 vertauscht). 

7e
l21

e
12

zu erhalten, müssen wir noch 
über d.Q1, d.O2 und d-Q1° inte- 

sind jedoch analytisch schwer 
ausserdem die zwei Energie-

Urn jetzt /‘ (£\, P2, Er) 
die Ausdrücke (45) bis (47) 
grieren. Diese Integrationen 
durchführbar, und da uns

Jj Z-v'21<2
1

(46)

(47)
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integrationen in (41) fehlen, sind wir bei der Durchführung 
der Rechnungen auf numerische Methoden angewiesen. Da 
aber eine mehrfache numerische Integration eine sehr er
hebliche Rechenarbeit erfordert, und da es hier auf grössere 
Genauigkeit nicht ankommt, machen wir die folgende 
Approximation, deren Rerechtigung wir später diskutieren 
werden (vergl. p. 27 ff.). Wir setzen in dem Ausdruck 
EIE2E+-f(E1, Es, Ee)

Et — E.2 = Et° = mc~,

wodurch der Integrand in (19) eine Konstante wird. Die 
Raumintegrationen ergeben dann einfach einen Faktor (4 n)’\ 
und man erhält

E,Ea E+ -f = * ’. (48)

Indem wir von jetzt an alle Energien in Einheiten mc2 
ausdrücken, erhalten wir für (41) unter Berücksichtigung 
von (2), (20), (48) und ‘

nc 137

Ebenso wird (2)

W(E) = K-(E2~ l)*-E-(I)~ E)2. (51)
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Die erste Integration in (49) wurde analytisch ausgeführt, 
die zweite dagegen numerisch. Man erhält z. B. für D — 7.2 
(Ra C, obere Grenze des /S-Spektrums bei 3.16 M.V.) die 
Kurve in Fig. 1.

Für andere Werte von I) erhält man Kurven mit genau 
derselben Form. Vor allem bemerkt man, dass das Maxi

mum viel weiter links liegt als bei den gewöhnlichen ß- 
Spektren, indem die Kurve nach rechts einen sehr flachen 
Schwanz hat. Wie wir später sehen werden, ist dies Ver
halten nicht durch die angewandten Approximationen vor
getäuscht, indem auch die exakte Kurve dieselbe Form 
zeigt (siehe p. 29).

Jetzt können wir die Integrale in (43) erhalten, indem 
sich N durch numerische Integration der berechneten Po-

Ar+sitronenspektren ergibt. In Fig. 2 ist — als Funktion von 
A ■

D graphisch dargestellt.
In derselben Figur beträgt der entsprechende Wert für 

den Fall der Konopinsky-Uhlenbeck Wechselwirkung 0.23 
für D = 7.2.
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Man sieht also, dass der theoretische Wert von

ist als die von Alichanow usw. gefundenen Werte (ca. 2—
im besten Fall (D = 7.2, RaC) um einen Faktor 103 kleiner

schnell mit I) anwächst, während die Experimente für die 
Elemente RaC, I) — 7.2, und Th (C + C"), I) = 5.4, unge
fähr denselben Wert liefern. Die gefundenen Positronen 
haben daher vermutlich einen ganz anderen Ursprung.1

1 Vergl. neue Versuche von A. I. Alichanow und P. E. Spiwak. Sow. 
Phys. 11, 351 (1937).
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N+Da jedoch wie Fig. 2 zeigt, theoretisch sehr schnell

mit D anwächst, wäre es interessant, andere /Î-Strahlen mit 
sehr hohen oberen Grenzen des Spektrums nach Positronen 
zu untersuchen. Zum Beispiel sollte der hier betrachtete
Effekt bei Li8 (D =

bar sein, indem N+ 20 me2 co 10 M.V.) sehr wohl beobacht- 

hier von der Grössenordnung 10^ 4 ist.

Man könnte vielleicht glauben, dass der kleine Wert von 
;\T+

durch die in (48) gemachte Approximation verursacht 
N ■
ist. Das ist jedoch nicht der Fall. Wenn man nämlich die
Funktion (48) nach oben ziemlich grob abschätzt, findet 
man, dass E1EZE+ • /' für D = 7.2 bzw. D = 5.0 sicher für 
alle Werte von Et, E2, E , mit 3 < Ex-\- E2 + E < D, be
deutend kleiner ist als 12.8 (mc2)"3 bzw. 3.03 (mc2)~3. Be
nutzt man diese Werte statt (48) werden die entsprechen

den Werte von gleich 1.8 X 10 rU bzw. 2.0 X 10“', was 
2V ’

noch immer wenigstens um einen Faktor 10 zu klein ist. 
Zum Schluss müssen wir noch kurz die Berechtigung

der in (48) gemachten Approximation diskutieren. Wir haben 
also die angenäherte Funktion (49) mit der folgenden ex
akten zu vergleichen

r» D-e+^1 /• /)-?e+-?E3 
W+(E+) = 2.16 X 10 5-A-(Er 4-1)’ 2 \ dE2 \ dEt

» ’ i »’ 1

= 2.16 X 10 -5 • K • (E+ 2 4- 1 )’/2 • G (E+),

die man aus (41) erhält, wenn man (50) benutzt und wieder 
mc2 als Energieeinheit einführt. Die Approximationsfunktion 

(E+) in (49) unterscheidet sich von der exakten Funktion 
G (E+) in (52) dadurch, dass man in dieser den Faktor 

(52)
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ElE2E -f konstant gleich seinem Wert fürE) = E2 = E = 1 
gesetzt hat. Das ist natürlich für nicht zu kleine D eine 
sehr grobe Approximation. Eine bedeutend bessere Approxi
mationsfunktion, wir nennen sie G2(E ), würde man er
halten, wenn man in EtE2E •( nur E von vorn herein 
gleich 1 setzt. Dadurch wird der Integrand in (19) soviel ver
einfacht, dass die Raumintegrationen sich verhältnismässig 
einfach analytisch durchführen lassen. G2(E ) stimmt offen
bar für E+ — 1 mit G(E) überein und bleibt eine sehr 

gute Annäherung, solange E 4- 1 < 1 ist. Für I) <4 ist ferner 
Gt co G2 ck) G. Um aber zu sehen, wieviel sich Gj (1) für 
grössere Werte von I) von G2(l) = 6(1) unterscheidet, 
haben wir den Wert der letzteren für D — 7.2 berechnet. 
Man findet G2 (1) = G (1) — 4.8 während Gt (1) gleich 3.6 
war. Die Abweichung beträgt also sogar für den höchsten 
in den Experimenten von Alichanow usw. vorkommenden 
Wert von /) nur 25 °/o.

In dem Gebiet E~>D-r3 erhält man eine andere sehr 
gute Annäherungsfunktion, G3 (E ), indem man den Faktor 
EYE2E+-f konstant gleich seinem Werl an der oberen 
Grenze des Spektrums setzt. Da dort E = D-F2 und so
mit Et = E2 = 1, erhält man leicht

Es ist also 

l)-(I) : 2)

8 (D A- l)4'

D2 (D A- 2)
8(DA1)4

wo der Faktor gegen 1 geht für I) -> 3.
Weiter erkennt man durch elementare Differentiation, 

dass die vier genannten G-Funktionen sowie ihre vier ersten 
Ableitungen sämtlich an der oberen Grenze E[ — I)-~- 2 
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verschwinden, sodass sie alle und damit auch die ent
sprechenden W -Kurven den p. 25 besprochenen Schwanz 
aufweisen. Eben aus diesem Grunde ist das Gültigkeitsgebiet 
der G3-Kurve für die Berechnung der totalen Positronen-

4-anzahl N unwesentlich.
Aus allen diesen Gründen haben wir uns wegen der 

hier erforderlichen Genauigkeit mit der Berechnung der im 
Verhältnis zu G und G2 viel einfacheren Funktion Gt (E+) 
begnügt.

Zusammenfassung.
In der vorliegenden Arbeit wurde die innere Paarerzeugung 

beim /^-Zerfall theoretisch behandelt. § 1 gibt eine Darstellung 
der Theorie sowie die allgemeine Formel für die Wahrschein
lichkeit dieses Prozesses. In § 2 wird gezeigt, dass die von 
Tisza für die Behandlung desselben Problems herangezogene 
Methode trotz des gänzlich verschiedenen Ausgangspunktes 
dieselbe Endformel liefert wie die in § 1 entwickelte The
orie. Schliesslich folgt in § 3 auf Grund der allgemeinen
Formeln des § 1 die numerische Berechnung des Positronen-

AT+spektrums sowie der relativen Anzahl — der emittierten

Positronen und Elektronen als Funktion der oberen Grenze
des /9-Spektrums. Es zeigt sich, dass die theoretischen Werte 

2V+ .
von »rz viel zu klein sind um die Experimente von Ali-1V
CHANOw, Alichanian und Kosodaew zu erklären. Da jedoch 
iV+
— sehr schnell mit der oberen Grenze des /J-Spektrums 

anwächst, würde die innere Paarerzeugung bei Elementen 
mit höheren Werten der oberen Grenze des /^-Spektrums
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sehr wohl beobachtbar sein. Zum Beispiel ist bei Li8 mit

der oberen Grenze bei 10 M.V. iV+
von der Grössenord

nung IO4.
Zum Schluss möchten wir Herrn Professor N. Bohr

für sein freundliches Interesse an dieser Arbeit herzlichst
danken.

Færdig fra Trykkeriet den 25. Marls 1938.
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1. Introduction.
ermi and his coworkers (1) have discovered that neutrons

JL can be slowed down by surrounding their source with 
substances containing hydrogen such as water or paraffin 
wax. This discovery has been followed by a number of 
investigations (2) which have thrown much light on the phe
nomenon so that we have now a fairly complete picture of 
the processes involved.

Fast neutrons in a large container filled with water will 
collide with the protons of the water losing, on an average, 
half of their kinetic energy at each collision (3); they will also 
lose a (smaller) fraction of their energy in collisions with 
the oxygen nuclei (3). When the neutrons have come down 
to about 1 eV., energy transfer to the protons is hampered 
by the chemical bond forces (4); nevertheless, most of the 
neutrons get into thermal equilibrium (kT = 0.026 eV. at 
room temperature) and diffuse like atoms of a dissolved sub
stance until finally, after another 100—200 collisions, they 
are captured by some of the nuclei present.

We have investigated the capture of neutrons in differ
ent liquids containing hydrogen. By varying the chemical 
composition of the liquid we have been able to separate 
the effects due to the different elementary constituents and 
to determine the capture cross-section of the nuclei of H, 
D, C, N, and 0 relative to the capture cross-section of Li
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and B which are known from absorption experiments with 
slow neutron beams (5). Some information on the interaction 
of fast neutrons with these nuclei and on the disintegration 
of D and Be by gamma-rays (6, 7) has also been obtained.

Furthermore, we have tried to obtain information of a 
qualitative character on the number of collisions required 
to bring a neutron through the “chemical bond region” 
and into thermal equilibrium. For this purpose we have 
studied the absorption, in different substances, of neutrons 
slowed down at different temperatures (8, 9, 10) and under 
various geometrical conditions.

2. Capture of neutrons in different liquids.
If a source of neutrons is placed in a large container 

filled with water (11), a spherically symmetrical density distri
bution of neutrons around the source will be established, 
the density q (r) decreasing with increasing distance r from 
the source. The exact shape of the density distribution de
pends on a number of parameters, such as the mean free 
path at all the neutron energies involved, the directional 
distribution of scattered neutrons, and so on. The total 

number n — 4 tt \ç(r)r2(/r of neutrons present at any in- 
o€

stant, however, depends only on their mean life t and the 
number q of neutrons produced per unit time:

Taking z from diffusion experiments, Amaldi and 
Fermi (11) and recently Amaldi, Tuve and Hafstad (12) 
have used this method for determining the number q of 
neutrons emitted by different sources per unit time. For
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exploring the density distribution they have made use of 
the activity induced in rhodium.

In our experiments we have made a somewhat different 
use of equation (1). By comparing n with different liquids 
but the same source (q constant), we have obtained relative 
values for r in the liquids investigated. For exploring the 
density distribution we used a small boron-lined ionisation 
chamber which was immersed in the liquid. The number 
of counts J is then proportional to the neutron density p; in 
the equation ./ = s q the factor s (the sensitivity of the cham
ber) is independent of the velocity of the neutrons, provided 
that the absorption of boron follows the “1/u-law” (13,14, 4) 
for all the neutron velocities involved (i.e. if its cross-section 
is inversely proportional to the velocity of the neutrons). 
As a matter of fact, we found that the number of counts 
is reduced by a factor of about 100 (in water) on sur
rounding the chamber with cadmium; this shows that 
about 99 per cent of the neutron density is made up of 
neutrons with energies below 1 eV. (13,15), in which region 
we can safely adopt the 1/p-law for boron. The chamber 
sensitivity s need not be known since we are only inter
ested in relative measurements. A rough estimate of s can, 
however, be obtained from the area of the boron layer and 
the known range of the alpha-particles emitted under the 
action of neutrons.

Assuming the capture cross-sections <jc of all nuclei pre
sent in the liquid to be inversely proportional to the velo
city of the neutrons, the chance per unit time of their 
getting captured does not depend on the velocity of the 
neutrons. (This corresponds to the assumption that reson
ance capture is of no importance (4).) On introducing the 
“capture probability per nucleus” pk = v<jcI.(v) (the index 
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k referring to the different kinds of nuclei), the chance per 
unit time of being captured becomes % = 5JpkNk (N = 

k
number of nuclei per cm.3). The mean life is then

1 (2)

and the total number of neutrons present at any instant is

7i = q’T —
___ q_____

XP>.Nk (3)

By comparing the values obtained for n in two differ
ent liquids we lind 

zL Pk Nfö,
/q _ k
n2 EPkNki

k

(4)

If the two liquids are both composed of the same two con
stituents A and B, the relative proportion only being dif
ferent, then the equation can evidently be used to deter- 

p . o' . .
mine = = the ratio of the capture cross-sections of

Ph acB
the two constituents.

In this way we have determined the ratio between the 
capture cross-sections of H and C, by comparing measure
ments on benzene and liquid paraflin. We have also made 
measurements on water and aqueous solutions of boric 
acid (16, 17), lithium hydroxide, deuterium oxide, and am
monium nitrate; this enabled us to lind the capture cross
sections of oxygen, boron, lithium, deuterium and nitrogen, 
with respect to hydrogen. Since boron and lithium show 
hardly any scattering (18), their capture cross-sections may 
be identified with their total cross-sections obtained from 
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absorption experiments on beams of thermal neutrons; in 
this way we obtained absolute values for the capture cross
sections of the light elements we have investigated.

3. Experimental arrangement for the capture 
experiments.

As a source of neutrons we used a 100 mCurie of RaSO4 
mixed with about 1 gm. of thoroughly powdered beryllium 
contained in a platinum tube, 25 mm. long and 8 mm. wide,

f 2 3 4 CM

Fig. 1. Small boron chamber, a, outer brass tube; b, soft glass tube pro
viding insulation between a (earthed) and c; c, the high tension (100 Volt) 
electrode with the boron lining d; e, collecting electrode, connected to the 
amplifier by the thin wire /<; f, grounded shield, insulated from c by the 
glass tube j, which is punched (7?) to keep the insulating glass bead g 

in position.

with 0.3 mm. walls. The platinum tube was enclosed in a 
brass container which in turn was put in a soft glass tube 
(of 13 mm. outer diameter) to protect it front contact with 
the liquid.

The boron-lined ionisation chamber was made quite 
small so as to disturb the neutron distribution as little as 
possible, the construction of the chamber being shown by 
the scale drawing fig. 1. The chamber was connected to a 
Wynn-Williams linear amplifier and scale-of-eight counter 
system. The entire arrangement is shown in fig. 2.

Several times a day the sensitivity of the counting 
arrangement was checked with a “standard neutron den
sity”: the chamber was placed at the center of a tin can 
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(20 cm. high, 20 cm. diameter) filled with water and the 
source was placed at a distance of 6.0 cm. from the cham
ber. The number of counts per minute under these con
ditions varied between 1000 and 800, during the course of

Fig. 2. Arrangement for capture experiments, a, container filled with 60 ltrs, 
liquid (galvanised iron, painted with paraffin wax inside when used for 
aqueous liquids); b, boron chamber (see fig. 1); c, neutron source; d, first 
amplifier stage; e, brass rod with scale; f, slider supporting source; 

(j, rubber suspension; h, counterweight.

the investigation, but was in general constant to within a 
few per cent during one day.

4. Results of the capture experiments.
In lig. 3, 4, 5 the function o (r) r2 is plotted for all the 

liquids investigated. The neutron densities o are measured 
in units of the “standard density” and all lengths are 
measured in cms.
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In order to determine the areas below the curves, which re
present the total number n of neutrons present at any instant 
in the liquid (see formula (1)), two alternative methods were 
used. In the “numerical method” the area of the measured 
part of the curve was calculated by the “trapezoidal rule”

10 HO 30 CM r-

\ >

\
J/ \

2 I d — ^A_

Fig. 3. Neutron density times squared distance from source plotted with 
respect to distance. A, water (distilled); B, benzene; C, liquid paraffin, 

using as ordinates the measured (not smoothed) values of 
p (r) r2. To obtain the (small) area under the tail of the 
curve beyond r = 40 cm. an exponential form was assumed.

The “geometrical method” was based on the striking 
similarity in the shapes of the curves. This similarity is 
borne out by plotting the curves on a double logarithmic 
scale: it is then possible to bring the different curves into 
coincidence by shifting the origin; fig. 6 shows how good 
a fit can be obtained. This means that, if we return to the 
original curves (fig. 3, 4, 5), any of them can be made to
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coincide with the water curve A by changing the scale of 
the abscissae and ordinates by suitable factors Fx and F 
By such a change of scale, any area will be changed by

B, 10% heavy water; C, 25% sugar solution; D, 7.6% ammonium nitrate 
solution; E, 0.41% lithium hydroxide solution.

In table 1 all the figures required for the later discus
sions are collected. It is seen that the areas determined 
numerically and geometrically agree quite well in a num
ber of cases. Where there was a small difference, as in 
the case of the heavy water, the arithmetical mean has been 
adopted.

With the boric acid solutions, however, the deviations 
are large and obviously systematic. In fact we cannot ex
pect the boric acid curves to be quite similar in shape to 
the water curve since the addition of the boron consider-
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ably shortens the diffusion path of the slow neutrons, there
by shifting the maximum towards the origin, and at the 
same time has practically no influence on the slowing down 
of the fast neutrons which is the determining factor for the 

distance from source; Boric acid solut
ions: A,0%; B, 0.1 °/o; C, 0.5%; D, 1 %;

E, 2%; F, 4%.

slope of the curve at 
large distances from the 
source. Applyingthe“geo- 
metrical method” to the 
boric acid curves means 
extrapolating with a slope 
which is too steep and 
thereby obtaining values 
for the area which are 
too small. In the case 
of the boric acid solut
ions we have therefore 
based the further calcul
ations on the numeric
ally calculated values 
only; the part of the cur
ves between 20 and 40 

cm. which had not been measured was extrapolated as
suming the same logarithmic slope as in the water curve.

The area of the LiOH-curve was determined geometric
ally and then corrected assuming the same difference be
tween geometrical and numerical method as in the case of 
the 0.1 per cent H3B()3 solution; in this way the figure in 
brackets (0.76) was obtained.

5. Corrections.
The error introduced by the limited size of the con

tainer (in theory it should be infinite) was found, by re
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measuring the waler curve with a much larger container 
(about 80 cm. in all directions), to be of the order of one 
per cent or less. Hence it would appear that the error is 
equally small, and therefore negligible, in all the other 
liquids, with the exception of benzene. In benzene the hy
drogen densityis much 
smaller than in the 
other liquids investig
ated; the mean free 
path for neutrons is 
larger and consequent
ly the whole curve is 
more stretched (77r is 
considerably larger 
than unity). A con
siderable increase in n
might therefore be an
ticipated for measure
ments carried out in a

Fig. 6. Same as fig. 3 (with corresponding 
letters) but on double logarithmic plot. In 
plotting B and C the frame has been shifted 
in such a way that the point (10, 10) lies

much larger volume 
of benzene.

for the three sets of points at the positions 
indicated by the arrows A, B, C. It is pos
sible in this way to bring the curves into

In order to avoid coincidence.

this costly and dangerous experiment (a fire is bad enough 
with 60 ltrs, of benzene) we tried to determine the neces
sary correction in an indirect way, based on a similarity 
argument. We have remeasured the water curve using a 
container which was similar in shape to the old one but 
smaller by a factor of 1.32 (the value of Fx for benzene) 
in all directions. We believe then that we commit the same 
error as we committed in the benzene measurement1. The

1 This would be exactly correct if the slowing-down process in ben
zene were exactly the same as in water with the sole difference that the 
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value for n obtained with the small water container was 
found 5 per cent smaller than with the large container, 
and consequently we have increased the value of Q for 
benzene by 5 per cent, from 1.55 to 1.63.

The error introduced by the limited size of the ionisat
ion chamber (in theory it should be a point) was estimated 
in the following way. The chamber was immersed in water 
and a thin-walled brass tube of twice the chamber’s dia
meter was placed around it. If the space between the cham
ber and the tube was filled with air (instead of water), the 
number of counts was increased by 4 per cent, with the 
source at a distance of 10 cm. Since the disturbance in
troduced by a cylindrical “air bubble” should be roughly 
proportional to the square of its diameter, it was concluded 
that the disturbance introduced by the ionisation chamber 
was of the order of one per cent only; no correction has 
been applied for this. The disturbance caused by the ab
sorption in the chamber walls and the boron layer was 
estimated to be negligible.

6. Capture cross-sections.
From the figures given in table 1, relative capture cross

sections have been calculated using equation (4). First we 
compared benzene and liquid paraffin; this gives the equation

1.63 ~ (3.82 + 7.15/?H)
n2 0.92 1,77 (4.05 pc ± 4.05 pH)

and therefrom
Pc &cC
— = — = 0.005 ±0.02.
Ph acH

mean free path for every neutron velocity is longer by a factor 1.32. This 
is certainly not exactly true, but the good fit of fig. 6 indicates that it 
is at least roughly true.
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This means that the absorption cross-section of carbon 
is negligible with respect to that of hydrogen, in fact prob
ably smaller than one fiftieth. Qualitatively, the vanishing 
capture cross-section of carbon is evident from the fact 
that the ratio of the neutron numbers (1.77) is practically 
identical with the inverse ratio of the hydrogen densities

— 1.765 ) in the two liquids.
\4.05 /

u cOAssuming <jcC — 0 we can procede to determine — by 

comparing water and benzene. From the equation

we get

n1 1.63 (6.70pH+3.35p0)
7i2 1.00 “ L63 = 4.05

Po
Ph

= — 0.03 ± 0.02

which means that the capture cross-section of oxygen, like 
that of carbon, is negligible, at any rate probably smaller 
than 0.02 •o'cH. Again, the ratio of the neutron numbers (1.63) 
is practically identical with the inverse ratio of the hydro- 

(6 70
= 1.65 

4.05
The sugar experiment does not give additional infor

mation because the amount of carbon contained in the 
sugar solution is too small. The result is, however, in 
agreement with the foregoing for the neutron number n as 
well as the hydrogen density are not considerably changed 
by dissolving the sugar; only the shape of the curve is 
slightly modified (Fæ = 0.98) because the additional carbon 
shortens the mean free path of the neutrons (especially of 
the fast ones, which are decisive for the shape).

On dissolving ammonium nitrate in water, however, the 
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neutron number is considerably reduced (Q = 0.93), while 
the slight decrease (one per cent) in hydrogen density would 
cause in itself a corresponding increase in neutron number. 
From the equation

we get

nt 6.70 m,
— = 0 93 = --------------- —-______
n2 ’ (6.63 ± 0.118 p v)

Ph

The heavy water experiment will be discussed later in 
connection with the experiments with photo-neutrons.

The boric acid and lithium hydroxide experiments are 
of special interest because they enable one to place all the 
measured cross-sections on an absolute scale. On compar
ing the live boric acid solutions (0.1, 0.5, 1, 2, 4 per cent) 

with water, the following values for ------ = —— are ob-
Pn.,o - Ph 

tained: 935, 970, 1010, 945, 940. The agreement is satis
factory and as a weighted mean the value of 970 ± 50 was 
accepted. On comparing the lithium hydroxide solution 

with water we get = 102 ±10.
Pm

It is known that thermal neutrons are very little scat
tered in boron and lithium (18) and we may therefore 
identify their capture cross-sections with their total cross
sections for thermal neutrons as it is determined by ab
sorption experiments on beams of thermal neutrons. As
suming a value of (500 ± 30) • IO-24 cm.2 for aB (see § 10) 
we lind (fcIh() = (0.51 ± 0.04) • 10—24 cm.2 and consequently

= (0.26 ±0.02) ■ 1021 cm.2. Taking, furthermore, o'/;. = 
= (63 ± 4) • 10 24 cm.2 (see § 10) we gel ocJI = (0.30 ± 0.04) •
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•10 24 cm.2. As the most probable value we suggest the 
weighted mean = (0.27 ±0.02) • 10 24 cm.2.

From this the absolute capture cross-sections of C, N, 
and 0 can be calculated; the results are collected in table 2 
(including I), see § 7).

Our value of a.z/ is somewhat smaller than the value 
given by Amaldi and Fermi (0.31 • 10'2‘ cm.2), which fur-

Capture cross-sections of light elements for neutrons of 
I 2kT/'m — 2.2 • 10'* cm sec. (see § 10).

Table 2.

Element H D C N ()

<rf-l()-4 cm-2 0.27 ± 0.02 < 0.03 <0.01 1.3 ± 0.3 < 0.01

thermore corresponds (4) to a velocity of 2.5-IO5 cm. sec. 1 
and should therefore be increased by a factor of 1.13 to 
be compared with our value. Our figure for cr.Y can he 
compared with the cross-section of nitrogen for disintegra
tion by thermal neutrons which has been determined by 
Burcham and Goldhaber (19) by counting the protons 
emitted in the process; the agreement between their value 
(cv> 1 • 10~24 cm.2) and our figure indicates that most of the 
slow neutrons captured by a nitrogen nucleus give rise to 
the emission of a proton rather than of a gamma-quantum, 
just as one would expect it to be on general theoretical 
reasons, for such a light nucleus.

7. Experiments with photo-neutrons.
In order to discuss the heavy water experiment des

cribed in the last section we have to take account of the
Vidensk. Selsk., Math.-fys. Medd. XV. 10 2



18 Nr. 10. O. R. Frisch, H. v. Halban and Jørgen Koch :

neutrons which are created throughout the liquid under the 
action of the radium gamma-rays (6). The possibility of 
creation of neutrons when fast neutrons from the source 
collide with deuterons has also to be kept in mind. In 
order to get information on both these effects we have 
made some measurements where the Ra-Be source was re
placed by a neutron-free gamma-ray source; furthermore 
by surrounding this source with beryllium, low energy 
neutrons were obtained (7) which are certainly not able to

ir ==f:---- )
'd

0 i CM 1
2

Fig. 7. Neutron-free gamma-ray source, a,
glass tube; b, chrom-nickel tube 

d, mercury.
; c, radon ;

disintegrate deuterons 
by their impact.

The neutron-free 
gamma-ray source 
(see tig. 7) consisted 
of a small lube of a 

chrom-nickel alloy sealed into glass. The lube was filled 
with about 300 mGurie radon; a mercury seal prevented 
the radon from coming in contact with the glass (which 
would have caused neutron emission); the glass was sealed 
off on top of the mercury, for safety. The source was found 
to emit one thousandth of the neutrons emitted by a source 
in which the same amount of radon was mixed with 
beryllium.

The source was placed at the center of either of two 
identical thin-walled brass containers (cylindrical with 1.8 
cm. height and 1.9 cm. diameter); one of them was filled 
with 2.7 gr. metallic beryllium, the other with 3.0 gr. car
bon which has scattering properties for neutrons and gamma
rays similar to those of beryllium hut emits no photo
neutrons. Measurements were carried out in the same way 
as described above, with ordinary and “heavy” water; the
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decay of the radon was taken into account and the results 
were always expressed per 100 inCurie.

The results are shown in fig. 8. Because of the smaller 
energy of the neutrons, curves A and B have a much steeper 
slope and the maximum lies at smaller distances from the 
origin than in the curves shown in fig. 3, 4 and 5. Curve D, 
however, is especially flat; this is due to the fact that the 
neutrons are produced throughout the liquid and that it is 
not their absorption but that of the gamma-rays which is 
responsible for the slope. The half-value thickness of water 
for gamma-rays of 2.2 MeV is1 15 cm., which is in good 
agreement with the final slope of curve D (see curve G). 
In curve B at small distances from the source the neutrons 
come mostly from the beryllium while for large distances 
the curve flattens out, most of the neutrons being then due 
to photo-disintegration of the deuterons.

The difference of A and C (curve E) corresponds to the 
photo-neutrons from the beryllium only and curve E is 
therefore very similar in shape to the corresponding curve 
F = B — D. The areas of curve F and E have been deter
mined numerically and their ratio is found to be 1.11.

6.70 pH
From this ratio we obtain from 1.11 = 7—————- 

a (6.10 pH +0.60 pD)
the value — = — = —0.1 ±0.1.

Ph acH
In the experiments with the Ba ± Be source a slightly 

higher value for the ratio of the areas of the heavy and 
ordinary water curves was found (1.13; see table 1). If we, 
however, deduct from the heavy water curve the photo-

1 Calculated from figures given by L. Meitner and H. H. Hupfeld, 
ZS. f. Physik, 67, 147 (1931). It should be noted that /-rays which have 
been scattered once have almost certainly not enough energy left to dis
integrate deuterons.

2*
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neutrons produced in the deuterium, that is, the area of 
D -1.11 *C (tig. 8), then the ratio becomes 1.11 in agree
ment with the ratio found when using the low energy 
beryllium photo-neutrons. We conclude from this that the 
number of neutrons created by collisions between fast neu
trons and deuterons is too small to be detected in this way. 
This is not surprising since only about one out of ten fast 
neutrons will happen to hit a deuteron before having lost 
part of its energy and because only a small fraction of the 
primary neutrons have sufficient energy to disintegrate the 
deuteron (cv> 3.2 MeV).

It is assumed in the calculation of the capture cross
sections that all the neutrons emitted by the source reach 
low energies where the 1/p-law can be applied while only a 
negligible fraction vanishes before getting slow. Although 
for example nitrogen is known to offer a considerable cross
section for disintegration by fast neutrons (22), still the 
number of neutrons which get lost, in this way, in our 
NH4NO3-solution can be estimated to be very small, just 
as the number of neutrons created in collisions with deu
terons in our heavy water was found experimentally to be 
negligible. Furthermore, our result that the total number n 
of neutrons found in water, benzene and paraffin oil is 
inversely proportional to the hydrogen densities in the three 
liquids excludes any considerable loss of neutrons on ac
count of the presence of oxygen and carbon.

8. Yields.
The relative neutron yields of the sources investigated 

by us can be deduced fairly accurately from the experi
ments. From the ratio of the areas of curve E (fig. 8) and 
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curve A (fig. 4) which is 
source emits 3.9 per cent 
Ra + Be source. The total 
(indicating the production 
water) can be estimated 
to be 0.020 of that of 
curve B (fig. 4). Further
more, we have found that 
our Ra + Be source emit
ted about 65 times as many 
neutrons as 1 mCurie ra
don mixed with beryllium. 
The total number of neu
trons emitted by such a 
source has been measured 
(21, 11) and values ranging 
from 7.000 to 27.000 per 
second have been obtain
ed. Assuming a value of 
20.000 we can calculate 
the cross-sections of deu
terium and beryllium for 
photo-disintegration by 
the gamma-rays of Ra 
B + C. The intensities of

0.039 we see that the Rn/+Be 
of the neutrons emitted by the 
area of curve Z)—1.11 -C (fig. 8) 
of photo-neutrons in our heavy

Fig. 8. Neutron density times squared 
distance from source. A and B : gamma
ray source T beryllium ; C and D : with
out beryllium; A and C in water; B and 
1) in 10% heavy water. E=A— C; 
F = B — D. G indicates the calculated 
absorption of the hardest gamma-ray 
line of radium C (2.2 MeV.) in water.
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the two hardest lines (2.2 and
1.8 MeV.) have been found (22) to correspond to the emission 
of 0.074 and 0.26 quanta per disintegration, respectively. 
With deuterium the hardest line only can be effective and 
the cross-section is found equal to 7*10~28 cm.2 (see how
ever, the note at the end of the paper). For beryllium we 
have to introduce two cross-sections <q 8 and <r22 corre
sponding to the two lines of 1.8 and 2.2 MeV.; from the 
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observed total number of neutrons we then get the equat
ion Oj 8+0.3 • (r92 = 2 • 10~27 cm.2. Should the number of

neutrons emitted by 1 mCurie of 
Rn+Be turn out to be larger than 
20.000 per second then the cross
sections given have to be increased 
in the same proportion.

neutron beam experiments. 
a, boron trifluoride cham
ber (see fig. 10); b, cad
mium shield; c, absorber; 
d, boron shield (about 1 
gr./cm.2); e, lead block (the 
chamber is fairly sensitive 
for gamma-rays); f, paraf
fin wax; g, sources; h, cop
per beaker soldered to cop
per bar j ; k, wooden sup

port; I, liquid air.

9. Neutron beam experiments.
In addition to the experiments 

on the capture of neutrons des
cribed above we have carried out 
some experiments on the absorption 
(including scattering) of slow neu
tron beams in a number of sub
stances. On the one hand we wanted 
to redetermine the cross-sections of 
boron and lithium, the values pub
lished so far disagreeing consider
ably among themselves; on the 
other hand we tried to get addi
tional information on the influence 
of the temperature of the paraffin 
on the absorbability in different 
elements of the neutrons slopped 
by cadmium (“C-neutrons”) (11).

A first set of measurement was 
carried out using, as neutron

source, a paraffin howitzer the inner part of which could 
be cooled down to the temperature of liquid air (fig. 9). 
The copper beaker covered, on the inside, with a one cm.
layer of paraffin wax was soldered on a copper bar of 
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4 cm. diameter, the lower end of which was immersed 
in liquid air. The temperature of the beaker was within a 
few degrees that of the liquid air, varying slightly with the 
liquid air level; about 2 ltrs, of liquid air per hour were 
required.

As detector for the slow neutrons an ionisation chamber 
filled with boron trifluoride was used. The construction of 
the chamber may be taken from fig. 10. The chamber was

Fig. 10. Boron trifluoride chamber, a, steel cylinder; b, steel collecting 
electrode; c, glass tube (may be unnecessary); d, ebonite rings; e, grounded 
ring; f, copper capillary (through which the gas is introduced), squeezed 
and sealed with solder. The chamber was made gas-tight by apiezon wax W, 
which also covers the inside surface of the ebonite and protects it from 

contact with the BFg.

at first filled to about 10 atm. pressure; excessive poten
tials were, however, required to collect the ions in a suf
ficiently short time and the pressure was therefore lowered 
to about P/a atm., about 800 Volt still being required for 
satisfactory operation. The chamber has proved very stable 
and reliable during nearly a year’s work and the apiezon 
wax W used for insulation does not seem to deteriorate in 
contact with the boron trifluoride.

A cadmium screen (0.4 gm./cm.2) was used as usually to 
discriminate between fast and slow neutrons (G-neutrons). 
The cadmium was always placed below (instead of above) 
the absorbing sample; this is important in the case of paraf
fin where the slowing down of neutrons in the sample may 
considerably lower the apparent absorption if the Cd is 
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placed on top of the paraffin. All the substances were 
investigated as pure elements, except for Cl where CC14 
was used.

10. Neutron beam experiments: Results.
The results are collected in table 3. The absorber thick

ness was always chosen such as to reduce the beam in
tensity to about one half; from the absorber thickness and 
the intensity reduction the values of /i were calculated.

Table 3.
Mass absorption coefficients (of the compounds used) in cm,2/g. and 
total cross-sections (of the elements) for beams of thermal neutrons. The 
subscripts give the temperature of the paraffin used in slowing down 

the neutrons.

Absorber («290 («80
(«SO

«290
ff290’ 1024 cm-2

H (paraf
fin wax) 4.3 ± (1.2 4.7 ±0.1 1.09 ±0.05 48 ±3

Li ......... 5.5 ± 0.2 8.3 ± 0.3 1.51 ±0.10 63 ±4
B........... 27.7 ± 0.9 42.3 ±1.2 1.53 ±0.07 500 ± 30
Al.......... 0.035 ± 0.002 0.039 ± 0.002 1.10 ±0.10 1.6 ±0.1
Cl (CC14) 0.82 ±0.02 1.32 ±0.04 1.61 ±0.06 51 ±2
Fe.......... 0.115 ±0.007 0.12 ±0.007 1.05 ±0.10 12 ±0.7
As.......... 0.070 ± 0.006 0.094 ± 0.004 1.34 ±0.13 8.8 ± 0.8
Ag.......... 0.34 ±0.015 0.52 ±0.02 1.53 ±0.09 60 ±4
Cd......... 16.6 ± 0.7 16.6 ±0.5 1.00 ±0.05 3100 ± 150
Au.......... 0.29 ±0.015 0.43 ±0.03 1.48 ±0.15 90 ± 5

It must, however, be kept in mind that the C-neutrons 
are inhomogeneous and that their velocity distribution is 
changed when they pass through an absorber the cross
section of which depends on their velocity. If the neutrons 
originally have a Maxwellian distribution and if the absorber 
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follows the “1/u-law” (i. e. if its cross-section is inversely 
proportional to the velocity of the neutrons), then the cross
section obtained when using a very thin absorber corresponds 
to a neutron velocity of |/?r 7<T/2 m = 1.95-10'' cm.sec.-1 ; 

with thicker absorbers, however, a hardening occurs such 
that the value which is found using a “half-value” absorber 
corresponds (23) to a velocity which is about 1.13 times larger 
and is, in fact, very nearly = |/ 2 kT/m = 2.2 • 10 ’ cm.sec.-1.

It is seen that some of the substances (Li, B, Cl, Ag, 
and Au) show a “temperature effect” (8, 9, 10) (increase of 
absorption coefficient when the paraffin wax from which 
the neutrons come is cooled to liquid air temperature) of 
about 1.5 while some other substances show practically no 
temperature effect (paraffin wax, Al, Fe); with As an in
termediate value is obtained.

In fact, no temperature effect should be expected if the 
observed cross-section is all due to scattering; the strong 
scattering of slow neutrons by aluminium and iron is well 
known (24, 18). In paraffin wax, however, although absorp
tion is negligible compared with scattering, a small tempe
rature effect should be expected on account of the chemical 
bond action (4); calculations carried out by Mr. N. Arley 
(to appear shortly in Kgl. Danske Vid. Selsk. Math. Phys. 
Medd.) give a factor of about 1.3. Such an effect has also 
been observed by Fink (9).

In the case of lithium and boron, there are strong theo
retical reasons (4) to expect their cross-sections to be inver
sely proportional to the neutron velocity, over a consider
able velocity range; also in the case of silver and gold one 
would expect the 1/p-law to be valid for neutrons of thermal 
energies. It is then very satisfactory that all these elements 
show the same amount of temperature effect. That chlor-
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ine shows it as well is in agreement with the fact (25) 
that also in chlorine most of the cross-section is due to 
capture. In the case of arsenic, the value of 1.34 seems to 
indicate that both capture and scattering contribute to the 
observed cross-section; indeed, unpublished experiments of 
one of us (O. R. F.) on the activation of As by C-neutrons

-fe.02.04.06.08 T .1
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Fig. 11. Absorption coefficient of silver plotted with respect to T~2 
(T = absolute temperature of the paraffin). Dots, “flat” paraffin block; 
crosses, thick-walled howitzer; open circle, boric acid difference ex

periment. (The straight line would correspond to the “7 i-law”).

indicated a capture cross-section of about one half the total 
cross-section.

(1.5) is not equal to

However, the amount of the temperature effect observed 
i

I 2 — 1.9, the inverse

ratio of the mean velocities ol neutrons in temperature 
equilibrium (28). Since this discrepancy might be due to 
incomplete temperature equilibrium of the neutrons cooled in 
a thin layer of paraffin only (see fig. 9), we have made some 
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experiments (27) with a flat block of paraffin of 5—6 cm. 
thickness which could be kept at four different tempe
ratures: 80° (liquid air), 195° (solid carbon dioxide), 290° 
(room temperature), and 415° (the paraffin being molten, 
in this case). The absorption coefficient of silver for 
C-neutrons was measured for each temperature. If the neu
trons were in thermal equilibrium one would expect [j,Aq 
to be proportional to T 2. From fig. 11 this relation is 
seen to hold fairly well for the three highest temperatures 
while the lowest point strongly deviates from the '‘71 2-law”, 
the ratio being again about 1.5 only, instead of 1.9.

This discrepancy has been observed before. Fomin and 
his colleagues (10) found a temperature effect of 2.2 when 
comparing the absorption of silver for neutrons of 20° 

(liquid hydrogen) and 290° while 2 = 3.8 in this case. 

Furthermore for the absorption of boron the factor was 
only 1.65 ±0.2. In our experiments, no significant differ
ence between silver and boron was found, comparing neu
trons at liquid air temperature (80°) and 290°. Fomin et 
al. do not explicitly give the temperature effect for the 
step from 80° to 290°, but from their absorption figure (on 
silver) a value of about 1.3 seems to follow. Fink (9) using 
an arrangement quite similar to ours, obtains for Li, B, and 
Ag values of 1.20, 1.32, and 1.20, respectively, which are 
all lower than our figures; we do not know the reason for 
this difference.

The discrepancy between the observed temperature effects 

and the value of 2 has sometimes been taken as an 

argument against the validity of the 1/p-law. We believe, 
however, that the explanation lies in the fact that the 
neutrons defined by their strong absorption in cadmium 
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(C-neutrons) have not thermal energies throughout but in
clude a “tail” of neutrons with energies up to the cad
mium absorption limit (about 1 volt.) which is more in
tense than would follow from Maxwell’s distribution law.

In order to calculate the number of “tail neutrons” 
relative to the thermal ones a detailed knowledge is required 
of the slowing down mechanism which is not available at 
present. A very rough estimate, however, indicating the 
order of magnitude may be obtained as follows. We know 
that neutrons with energies below 0.1 eV. lose their energy 
at a much lower rate than fast ones because the protons 
in the paraffin, on account of their chemical binding, 
cannot be regarded as free when offered energy amounts 
less than one quantum of oscillation energy; they should 
rather be regarded as rigidly connected to the carbon atom 
to which they belong. The carbon atoms having much 
lower oscillation frequencies may be regarded as free, in 
first approximation. One may then get a rough picture of 
the slowing down mechanism by assuming (2) that the 
neutrons collide with particles of mass 14, (considering the 
paraffin as a structure of CH2-molecules).

In collisions with such particles, neutrons will lose one 
eighth of their energy at every impact, at an average, and 
about ten collisions will be required to bring a neutron from 
0.1 Volt down to 0.03 Volt (mean energy at room tempera
ture). On the other hand a neutron, on leaving the paraffin, 
has, on the average, suffered about 100 collisions (see the next 
section). There is therefore, roughly speaking, a 10 per cent 
chance of a neutron emerging from the paraffin before having 
reached thermal equilibrium, and consequently 10 per cent 
of the neutrons which get into the boron chamber will be 
“tail neutrons”. Taking their greater velocity into account 
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(which is of importance not only as regards the penetrat
ing of the absorber but also the sensitivity of the boron 
chamber) we get the result that the mean absorption coef
ficient of C-neutrons of room temperature is about 5 per 
cent less than for neutrons in perfect thermal equilibrium.

At liquid air temperature, however, a much larger dif
ference should result. Firstly, about twice as many col
lisions should be required (about 20) for the neutrons to 
get into thermal equilibrium, starting from 0.1 Volt; 
secondly, the number of collisions which they survive 
should be considerably smaller (perhaps 60) on account of 
the increased capture cross-section of the protons for slower 
neutrons.

It has been suggested (28) that the capture cross-section 
of the protons at low temperature may be decreased on 
account of their zero-point oscillations. However, a detailed 
discussion shows that quite generally the mean life of slow 
neutrons in any substance which has no resonances in the 
energy range concerned should be entirely independent of 
temperature, depending only on the density of absorbing 
nuclei (in the way discussed in the first chapter); and there 
are certainly no resonances near the thermal range, in the 
case of paraffin.

Furthermore, the slowing down of neutrons below room 
temperature is additionally hampered by the fact that the car
bon atoms in the paraffin can be no more regarded as free 
to take up such small energy amounts (one eighth of 0.03 
volt or less). This effect should be expected to cause rapidly 
increasing deviations from the T 2-law as temperatures 
goes down, in agreement with our experiments.

If this explanation is true, one would expect the ab
sorbability of the neutrons to be higher when the arrang- 
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enient is such that the mean life of the neutrons in the 
cold paraffin is increased. We have therefore measured 
pA(J, using a thick-walled (cv> 4 cm.) paraffin howitzer which 
could be cooled as a whole; the neutron sources were pla
ced outside the Dewar flask, below the howitzer, with more 
paraffin wax underneath. The values obtained (see the 
crosses fig. 11) are in fact larger than with the flat block, 
especially at the low temperature.

We have also tried to measure the absorption of thermal 
neutrons at room temperature without using cadmium to 
distinguish them from the faster ones. We have used two 
equal howitzers made of water and a 0.5 per cent boric 
acid solution, respectively; the liquids were contained in 
thin-walled metal forms. The boric acid should have very 
little influence on the intensity of the fast and “tail” neu
trons emitted from the howitzer since those neutrons stay 
only very short time in the liquid; the difference in in
tensity (which was about 50 per cent) should be almost 
entirely due to thermal neutrons. The absorption of these 
“difference” neutrons in silver was determined by measur
ing the intensity difference between the two howitzers 
with and without a silver absorber in front of the boron 
chamber. The absorption coefficient obtained (see the open 
circle in fig. 11) was practically equal to the value obtained 
for C-neutrons using a howitzer; this value may therefore be 
regarded as the value for true thermal neutrons, with an error 
less than 5 per cent. This is of some importance because all 
the neutron energy determinations based on the 1/p-absorp- 
tion of boron (13,14,28,23,29,15) depend on the assump
tion of thermal equilibrium of C-neutrons al room tem
perature, an assumption which gains strong support by 
our measurements.
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11. Mean life-time of neutrons in water.
Front the measurements reported in § 6 and § 9 we can 

calculate the mean life-time r0 of neutrons in water. The 
life-time in a boric acid solution is given by

1
(5)

(this follows from equation (2)). In the graphical represen
tation given in lig. 12 which is, of course, essentially iden
tical with the calculation given in § 6 the intersection of 
the straight line indicates the boron density N'B which by 
itself would permit the neutrons to live just as long as they do 
in pure water; the life-time is then found t0 = l/pBN'B. The 
value for pB is taken from § 10: pB — aB-v — 500-10“24 cm.2 • 
•2.2*105 cm.sec.-1 = 1.1 • 10-16 cm.3 sec.-1. From this (and 
a corresponding calculation making use of the LiOH ex
periment, see § 6) we get t0 = (2.7 ± 0.2) • 10“1 sec., which 
is somewhat larger than the value 1.7.10-4 sec. given by 
Amaldi and Fermi.

The average number of collisions suffered by a neu

tron is then equal to N = where v = = 2.4s •
Z J n m

• 10° cm.sec.-1. Taking the mean free path Z = 0.31 ± 0.02 cm. 
according to our value of the hydrogen scattering cross
section (table 3) we find N — 205 ±20, which is again 
somewhat larger than the value (N = 140) obtained by 
Amaldi and Fermi.

We have also made similar measurements where a boron 
chamber was placed outside a can (28 cm. high, 19 cm. 
diameter) filled with water or boric acid solution and with 
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the source placed in the center. The results are also shown 
in fig. 12 (open circles). The life is seen to he shorter just 
as one should expect since the life of the neutrons is 
limited not only by capture but also by escaping through 
the surface. A more detailed discussion of similar experi-

Fig. 12. Abscissa, Amount of boron added to water; ordinate, Reciprocal 
of the intensity reduction caused by adding the boron. Filled circles, 
Intensity integrated over large volume (cf. table 1); Open circles, Intensity 

observed outside water can; Cross, Water howitzer (§ 10).

menls, taking into account the diffusion of the neutrons, 
has been given by Westcott (30).

In a howitzer the surface should but little shorten the 
life of the neutrons as only those which pass the bottom 
almost normally will escape for ever. However from the 
intensity reduction caused by the boron in the water
howitzer experiment described at the end of § 10 a rather
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short life-time would follow (see the cross in fig. 12). This 
probably comes from the fact that the source was placed 
very near the bottom of the bore in this experiment, so 
that there was a strong neutron density gradient; such a 
gradient would reduce the life in a similar way as a free 
surface, or in other words, the neutrons observed near the 
source are preferably those which have suffered only few 
collisions.

It is a pleasure to the authors to express their gratitude 
to Prof. N. Bonn for the hospitality extended to them at 
the Institute of Theoretical Physics of Copenhagen, and for 
his kind interest in the work. We are greatly indebted to 
Prof. G. Placzek for stimulating discussions. One of us 
(O.R.F.) wishes to thank the Rask-Ørsted Foundation for 
a grant. Our thanks are furthermore due to the Norsk 
Hydro-Elektrisk Kvælstofaktieselskab, Oslo, for the gener
ous loan of sixty litres of heavy water of ten per cent 
deuterium oxyde content.

SUMMARY
1. The density distribution of slow neutrons around a 

source was studied, the source being placed in large volumes 
of different liquids. From the relative total numbers of neu
trons their relative life in the liquids could be obtained. 
Assuming the life to be limited only by the capture of the 
neutrons while slow, the capture cross-sections of a num
ber of light elements were obtained, relative to the capture 
cross-sections of boron and lithium, which are known ab
solutely from neutron beam absorption experiments. The 
results are collected in table 2.

Vidensk. Selsk., Math.-fys. Medd. XV. 10. 3
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2. The yield of photo-neutrons from beryllium and 
deuterium irradiated with radium gamma-rays has been 
compared with the yield of neutrons from beryllium mixed 
with radon. Assuming the latter yield as 20 000 neutrons 
per second per mCurie, the cross-section of deuterium for 
dissociation by the gamma quantum of 2.2 MeV. is found 
to be 7-IO-28 cm2. In the case of beryllium the two hardest 
lines of radium with 1.8 and 2.2 MeV. are energetic enough 
to cause dissociation; in this case we find rq 8 + 0.3 • cr9 9 = 
— 2-10-27 cm.2 where 8 and <j99 correspond to the 1.8 and 
to the 2.2 MeV. line respectively.

3. The total cross-sections for C-neutrons of a number 
of elements have been measured by the neutron beam 
method, the neutron source being a paraffin howitzer the 
inner part of which could be cooled to liquid air tem
perature. The cross-section was found to be larger by a 
factor of about 1.5 for “cold” neutrons, in some of the 
elements, including those (Li, B, Ag, Au) which are known 
to show strong absorption and little scattering. In the 
elements where scattering is known to be strong (H, Fe, Al) 
and in Cd little or no influence of temperature was found. 
Arsenic gave an intermediate value.

4. The absorption coefficient of silver has been measured, 
the neutrons being slowed down in paraffin at different 
temperatures between 80° and 415°, and under different 
geometrical conditions. The results (which are shown graph
ically in fig. 11) support the view that the C-neutrons 
though containing mostly neutrons with thermal energies 
include a “tail” of faster neutrons extending to the cad
mium absorption limit of about 1 volt. This tail does not 
change the absorption coefficient of thermal neutrons by
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more than a few per cent, al room temperature, but be
comes very important at lower temperatures.

5. From our measurements the mean life-time of ther
mal neutrons in water is found to be (2.7 ±0.2)-10 1 sec. 
and the mean number of collisions is found equal to 
205 ± 20.

Instiiute of Theoretical Physics,
University, Copenhagen.

NOTE ADDED IN PROOF
In a recent paper of Chadwick, Feather and Bretscher 

(Proc. Roy. Soc. A 163, 366, 1937) the binding energy of the 
deuteron has been redetermined and found to be 2.25 ±0.05 
MeV (instead of the formerly accepted value of 2.14 MeV). 
Hence it appears that the neutrons obtained (see p. 19—21) 
on irradiating heavy water with the gamma-rays of RaB ± C 
cannot be due to the gamma-line of 2.198 MeV but must 
be produced by some harder gamma-rays. Some evidence 
for the existence of such gamma-rays has been given in 
papers of Skobelzyn (ZS. f. Physik 43, 354, 1927), Ellis 
(Proc. Roy. Soc. A 143, 350, 1934), and Gray (Proc. Roy. 
Soc. A 159, 263, 1937). Too little, however, is known about 
their energies and intensities to give a basis for a modified 
calculation of the cross-sections of the deuteron and of the 
beryllium nucleus.

3
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Artificial Radioactivity of Hafnium.

ome time ago we found that under the action of neutron 
bombardment a radioactive isotope of hafnium is pro

duced, the activity decaying with a period of a few months(4). 
To determine the period of decay more exactly, we acti
vated 280 mgm. of hafnium oxide prepared by one of us (3) 
by placing it in a paraffin block together with radium-beryl- 
lium sources, containing 600 mgm. of radium element as 
sulphate and twenty times as much metallic beryllium 
powder. After irradiation for three months the hafnium 
oxide was removed from the paraffin block and put into 
an aluminium dish having a surface of 1.2 cm2 and a height 
of 2 mm. The dish was placed directly below the alumi
nium window of our counter, the window having a thick
ness of about 20 /z. We followed the decay of the hafnium

Decay-measure ment of Hafnium.
Table 1.

Date Nr. of Days Kicks/min.

17. VIII. 36..................... 0 16.1
18. VIII. 36..................... 1 15.3
24. VIII. 36..................... 7 13.7
12. IX. 36..................... 25 12.0
29. X. 36..................... 73 7.8

7. I. 37..................... 143 2.3
22. I. 37..................... 158 1.8
25. II. 37..................... 192 1.0
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preparation for 200 days by comparing its activity with 
that of an uranium standard. The decay curve obtained 
is seen in fig. 1 and table 1.

From the latter we can conclude that the half life of 
hafnium is 55 ±10 days (standard mean square deviation).

Our initial activity was 20 kicks per min., the natural 
effect being about 4 kicks per min. We followed the decay 
curve until we had a net activity of 1 kick per min. From 
the fact that, in spite of the long activation, such a modest 
activity was obtained we can conclude that hafnium does 



Artificial Activity of Hafnium and Some Other Elements. 5

not belong to the. elements showing a strong artificial radio
activity. This is partly due to the fact that the capture of 
neutrons by most of the hafnium isotopes leads, as explained 
later, to the formation of a heavier stable isotope; as 
stable isotopes 176, 177, 178, 179, and 180 arc known and 
only the absorption of neutrons by the last mentioned iso
tope can lead to the formation of an avtive product. The 
relative abundance of the isotopes in the naturally occurring 
element hafnium, as determined by Aston, is seen from 
table 2.

Table 2.
Relative Abundance of the Hafnium Isotopes.

Mass number Abundance

176 5 %
177 19 %
178 28 °/o
179 18 %
180 30 %

We measured also the absorption in aluminium of the 
/Trays emitted by hafnium. The values obtained are seen 
from table 3.

Table 3.
A b s o r p t i o n i n A1 u m i n i u m of the ß - ra y s Emitted 

by Hafnium.

(half value thickness: 16 ± 1 mgm./cm2).

Thickness of the Al-foil Kicks/min.

0 15.8
11 mgm./cm2 10.2
16.5 mgm/cm2 7.4

From the figures in table 3 follows that an aluminium 
layer of 16 mgm. per cm2 reduces the intensity of the ß-rays 
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emitted by a hafnium oxide layer of 230 mgm/cm2 to one half 
of its initial value. The comparison of the absorbing power 
of aluminium for the ß-rays of hafnium and scandium, de
caying with periods of 55 and 90 days respectively, shows 
no great difference; the ratio of the two half-value thick
nesses being 1. 2. The softness of the hafnium radiation is 
partly responsible for the low activities obtained after long 
exposure of hafnium oxide with radium-beryllium sources of 
a few hundred milliCurie, the ^-radiation emitted being ab
sorbed to an appreciable extent in the hafnium oxide sample 
itself. In the case of hafnium, as already mentioned, every 
place between the mass numbers 176 and 180 is occupied 
by a known stable isotope; the formation of the active 
hafnium isotope can, then, only be due to the process

180uP |  1 8 1 TT P72Ht+on— 72H1-

On emitting /Trays according to the equation 
1^Hf=1?^Ta + /5

the active hafnium isotope becomes the only stable isotope 
of tantalum known. Hafnium is thus partly converted into 
tantalum under the action of neutron bombardment, while, 
as shown by us previously, hafnium is formed under the ac
tion of neutrons on lutecium. It is quite possible that, under 
bombardment with a powerful stream of deuterium or of 
neutrons, further decay periods of hafnium will be discovered.

The Effect of Neutron Bombardment on Scandium.

A few years ago we embarked on the investigation of the 
effect of neutron bombardment on scandium (4), (5), (6), 
chiefly in the hope of being able to prepare an artificial radio
active isotope of potassium and to get some information on 
the then not entirely elucidated nature of the natural radio
activity of potassium. We bombarded few grams of very 
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pure scandium oxide prepared by Prof. Sterba-Böhm and 
used by Prof. Hönigschmidt in his work on the atomic 
weight of scandium. After neutron bombardment the scan
dium oxide was dissolved in dilute hydrochloric acid and 
100—150 mgm. of sodium chloride and the same amount of 
calcium oxide was added. The filtrate obtained after pre
cipitation with carbonate-free ammonia was treated with 
oxalic acid and the calcium oxalate formed was removed. 
The sodium chloride which had been added to the solution 
of the scandium chloride compound was recovered after the 
removal of the ammonium chloride content of the last 
filtrate by evaporation. The activities of the three fractions, 
namely scandium oxide, sodium chloride, and calcium 
oxalate, were then determined. Only the two first prepa
rations mentioned were found to be active. The activity 
of the scandium oxide decayed very slowly while the various 
sodium chloride fractions obtained in different experiments 
lost half of their slight activity within 10 and 18 hours. 
We had just finished the experiment mentioned when a 
note was published by Fermi and his collaborators (1) con
cerning the action of neutrons on potassium. They found 
that potassium captured neutrons by giving birth to a potas
sium isotope decaying with a half life of 16 hours. The 
values found by us for the period of the slight activity of 
different potassium preparations obtained from scandium 
showed a half life between 10 and 18 hours; we thought 
it justifiable, therefore, to identify the element found by 
us with that found by Fermi and his collaborators. The 
initial activities measured amounted usually to about 10 
kicks/min. In one case, through the courtesy of the Medical 
Radium Station and Dr. J. C. Jacobsen, we were loaned an 
unusually strong neutron source containing 600 milliCuries 
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radium-emanation. The decay curve obtained for potassium 
42 in this experiment is seen from figure 2.

The activity found by us in the filtrate of scandium pre
cipitate could only be that of 42K, as the presence of active 
impurities was excluded by the fact that the above mentioned

Fig. 2. Decay Curve of the Potassium Precipitate.

very pure scandium sample was used. The possibility that 
we measured the half life of radioactive sodium of 15 hours 
can be excluded with certainty not only for the reason 
mentioned above but also for the following reasons: So
dium, 24Na, can be prepared either from 23Na by simple 
neutron capture, or from magnesium if the capture is 
followed by emission of a proton, or from aluminium 
if the capture is followed by emission of an a-particle. 
From the first mentioned process with the neutron sources 
at our disposal only very weak activities can be obtained 
even when starting with pure sodium. To prepare meas
urable amounts of radio-sodium from a few’ grams of 
impure scandium oxide an appreciable amount of magne
sium or aluminium would have had to be present in the 
preparation. 15 mgm. of aluminium mixed with 150 mgm. 
of ammonium nitrate, for example, gave after activation 
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to saturation less than o.5 kicks/min. and the activity obtained 
by similar amounts of magnesium with the same sources as 
used when activating scandium was still smaller. The amount 
of radio-sodium obtained from magnesium is less, and that 
of sodium by neutron capture very appreciably less than 
that obtained from aluminium. Scandium having just one 
stable isotope |jSc, only the potassium isotope 42I< can be 
produced under neutron bombardment according to the 
equation

4^Sc+ Jn = 42K+ 4He.

In the case of neutron capture by potassium, on the other 
hand, both reactions 39K + n and 41K + n can occur. 
While Fermi and his collaborators left it open which of 
the two last named potassium isotopes were produced, we 
could conclude from our experiments that the process 
witnessed by Fermi was 4lK + n = 42K, and also that the 
process 39K very probably leads to the formation of the 
potassium isotope 40I< which is responsible for the natural 
radioactivity of potassium. Recently Walke (9), by making 
use of Lawrence’s powerful cyclotron, which supplies a 
many thousand times stronger neutron beam as obtained 
from our radium-beryllium sources, was able to follow the 
decay of 42K through ten periods and determined its half 
life period to be 12.4 ± 0.2 hours, i. e., a somewhat lower 
value than that following from our figure 2.

Besides preparing 42K according to the equation 
2jSc+ Jn = 42K + a.

we succeeded (4) also in preparing this isotope by the 
process

42Ca + Jn = 42K+}H.

Walke(lO), while reproducing Fermi’s results and also 
ours as to the preparation of 42K from scandium, was 
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unable to reproduce our experiments in which 42K was 
prepared from calcium. This negative result induced us 
to repeate our experiments, this time by bombarding with 
fast neutrons as much as 1 kg of calcium carbonate. These 
were dissolved in a minimum amount of HC1, precipitated 
by a miminum amount of ammonium oxalate, which suf
ficed to precipitate all calcium after dissolving 100 mgm. 
of sodium chloride. Before we finished these experiments, a 
second paper of Walke (12), (13), was published in which 
he described successful experiments in producing 42K from 
calcium, thus corroborating our statement.

Activity of Scandium.

Alter the removal of the radio-potassium produced, the 
scandium was still showing a weak activity which could 
not be removed by chemical operations and which we, there
fore, had to ascribe to a radioactive isotope of scandium. 
The decay of the weak acitivity of scandium observed for 
240 days is seen from table 4, which shows the presence

Table 4.
Activity of a Scandium Sample after Separation 

of the Active Potassium.

Date Nr. of Days Kicks/min.

5. III. 36....................... 0 7.3 ±0.6
21. III. 36....................... 16 6.0 ±0.4
24. IV. 36....................... 50 7.2 ±0.4
20. V. 36....................... 76 5.1 ± 0.4

5. VI. 36....................... 92 5.7 ±0.4
1. VII. 36....................... 117 4.9 ± 0.3

13.VIII.36................. 161 5.3 ± 0.4
24. X. 36....................... 233 4.4 ± 0.3
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of a very weak activity decaying with a period longer than 
a year. We could not follow up this very weak activity 
further but concentrated our interest on another period ob-

Fig. 3. Decay Curve of Scandium Irradiated in a Paraffin Block for 
a) 24 Days b) 50 Days.

tained after activating for 24 days in a paraffin block which 
contained emanation-beryllium sources of an average 
strength of 50 milliCuries. The result obtained is seen 
from figure 3a; the half life works out to be 90 ± 5 days.

In the next set of experiments we activated simultane- 
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ously three scandium preparations for 50 days with radium
beryllium sources of a strength of about 200 milliCuries: one 
in the usual way inside the paraffin block, the second one in 
a paraffin block but with fhe preparation surrounded by 
a shield of cadmium, which absorbed nearly 100 °/0 of the 
C-neutrons, and the third one with fast neutrons. The result 
of the activation of the first named sample is seen from 
figure 3b. The investigation of the second sample led to the 
result that in the presence of cadmium the artificial radio
activity of scandium is reduced to 2 °/0 of the value obtained 
in the absence of cadmium. From fig. 3b there follows for 
the half life period of scandium the value 90 ± 5 days. 
Quite recently Walke(13), by making use of Lawrence’s 
powerful cyclotron, bombarded scandium with deuterons 
and obtained a period of 85 ± 2 days.

We want furthermore to mention an early experiment in 
which we bombarded scandium with fast neutrons emitted 
by a mixture of 600 milliCuries emanation and beryllium 
powder; we observed a period of decay of about 50 hours. 
As shown by Pool, Cork, and Thornton(8), and by 
Walke (13), under bombardment with fast neutrons the 
following two reactions occur as well:

2iSc+ Jn = 2?Sc+ 3 Jn 
2iSc+ Jn = 2(Sc + 2 Jn

the scandium isotopes obtained emit positrons and have 
half lives of 4 and 43 hours respectively; it was presumably 
the last mentioned reaction which we observed.

Scandium 44 was also produced (13) by the action of 
a-particles on potassium 41 and(ll) by the action of 
deuterons on calcium 43, while scandium 43 was produced 
(11) by the action of a-particles on calcium 40, and(2) 
by the action of deuterons on calcium 42 .
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Walke was furthermore successful in producing scan
dium 42 under the action of a-particles on potassium 39, 
and of scandium 41 under the action of deuterons on cal
cium. The list of the known radioactive isotopes of scan
dium is therefore as follows from table 5.

T able 5.
Active Isotopes of Scandium. 

(According to Walke(11)).

Active Isotope Particle Emitted Half life

41Sc positron 53 min.
42Sc positron 4.1 h
43Sc positron 4.0 h
44Sc positron 52 h
46Sc electron 85 days 

and possibly also 
a period of about

1 year.

We measured the reduction of counts when covering an 
active scandium preparation decaying with a period of 90 
days with aluminium foils of varying thickness. The result 
obtained can be seen from table 6.

Table 6.
Absorption in Aluminium of the ß-rays Emitted 

by Scandium.

Thickness of the Al-foil Kicks/min.

1 ° 12.5
1st experiment < 5.5 mgm./cm2 8.8

1 11.0 mgm./cm2 7.1

[ o 61.8
2nd experiment ; 11.0 mgm./cm2 35.3

1 16.5 mgm./cm2 25.8
(half value thickness: 13 ± 1 mgm./cm2)
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In view of the softness of the ß-rays emitted we used 
very thin scandium oxide layers; about 50 mgm./cm2. In 
spite of the thin layers used the soft components were 
absorbed in the preparation to an appreciably greater extent 
than were the hard ones; accordingly we have to reckon 
with the possibility that the radiation emilted by scandium 
is still softer than indicated by the figures of table 6.

The Radioactivity ol Europium and its Analytical 
Application.

In their fundamental research on the action of neutrons 
Fermi and his collaborators (1) investigated also the activity 
of a gadolinium preparation bombarded by neutrons and 
found an activity decaying with a period of 8 hours. A few 
years later, Sugden(7), investigating the radioactivity of 
europium, discovered a very strong avtivity decaying with a 
period of 9.2 h. and, at that time, interpreted the above 
mentioned period of decay of gadolinium to be due to the 
presence of some europium in the sample investigated. 
Investigations carried out by us, in which we made use of 
different gadolinium samples prepared by Prof. Rolla and 
partly by Prof. Prandtl and the late Baron Auer v. Wels- 
bacii, conformed completely the conclusion arrived at by 
Sugden, and this induced us to make use of the radioacti
vity of europium produced under the action of neutrons to 
determine the amount of europium present in gadolinium 
preparations. Prof. Rolla, being engaged in the prepara
tion of large amounts of pure gadolinium compounds, 
sent us several samples the europium content of which 
he wished ascertained. We describe in the following the 
analytical procedure used by us.
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Thin layers of the gadolinium oxide samples to be 
investigated were fixed between two glass plates and placed 
within a paraffin block. Usually we investigated simultane
ously the activation of 4 symmetrically placed preparations. 
It is of importance to bombard layers having the same 
thickness and to bombard them with neutrons in such a

Table 7.
Activity of Different Gadolinium Preparations. 
(The sample labelled ,,Standard” is the Gd2O3 to which 2 % 
Eu2O3 was added: samples 1—4 represent progressiv stages 

in the purification process carried out by Prof. Rolla).

Samples kick/min.

“Standard” 125
1 60
2 60
3 30
4 25

way that each preparation is hit by the same number of 
neutrons; the latter was achieved by arranging the sources 
in the block circularly. We used in these experiments ra
dium-beryllium sources containing 600 mgm. of radium, the 
neutron emission of which corresponds to that from about 
400 milliCuries of radium emanation; in addition a beryl
lium-emanation mixture containing 300 milliCuries emana
tion was also present. After the lapse of 3 days an average 
mixture of each sample was placed in a small aluminium 
dish having a surface of 1.2 cm2 and was put below the 
window of a Geiger-counter. The intensity of the activity of 
the different gadolinium samples investigated is propor
tional to the europium content. In order to arrive at a 
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figure staling the absolute concentration, we mixed 2 °/0 
of europium oxide with one gadolinium preparation denoted 
as sample 2 in table 7 and compared the activity of the 
latter with that of the gadolinium preparations of unknown 
europium content. The results arc seen from table 7.

That, in spite of the large amount of radium and ema
nation used, the activities measured were not stronger is 
due to the high absorbing power of gadolinium, which 
reduces the density of thermal neutrons in the surroundings 
of the preparation. This effect is especially marked on 
account of the fact that the thermal neutrons diffuse and 
are likely to pass through the preparation several times. 
The latter effect can be best estimated by comparing the ac
tivity of pure europium oxide with that obtained when this 
material is embedded in gadolinium oxide. We activated 
simultaneously 200 mgm. of europium oxide and 200 mgm. 
of gadolinium oxide containing 2 °/o of europium. If gadoli
nium absorbed to the same extent as europium, the first 
named preparation should be 50 times more active than the 
last mentioned one. Actually we find the ratio to be 200 
from which it follows that the presence of gadolinium in 
our preparations reduced the activity of europium to x/4 of 
the value which would have been obtained if the same 
amount of pure europium oxide had been subjected to 
the irradiation.
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Summary.

The irradiation of hafnium with neutrons has been 
shown to produce a radioactivity with a half life of 55 ± 7 
days and which may be ascribed to ^Hf. The intensity of 
the /?-rays emitted is reduced to half of its initial value 
by an aluminium foil having a weight of 16 mgm./cm2.

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XV, 11.

Scandium, t^Sc, was found to decay with a half life 
of 90 ± 5 days. The half value thickness for the absorp
tion in aluminium of the ß-rays from this element was 
found to be 13 mgm./cm2.

The europium content of gadolinium oxide samples 
prepared by Professor Luigi Rolla was determined by 
making use of the artificial radioactivity produced under 
the action of neutrons on the europium present in the 
various samples.

We would like to express our best thanks to Professor 
Niels Boiir for the kind interest he has taken in this work 
and to Professor Sterba-Böhm for kindly lending us the 
scandium oxide used in the experiments.

Institute of theoretical Physics, Copenhagen.
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INTRODUCTION

It is well known that, generally speaking, continuous one
valued functions of one or more almost-periodic func

tions lead again to almost-periodic functions. Also it has 
been shown that in various situations where problems with 
almost-periodic data give rise to many-valued solutions, these 
solutions are themselves almost-periodic, or at any rate show 
interesting almost-periodic features. The case of algebraic 
functions was first treated by Walther1*, who proved that 
the solutions of an algebraic equation whose coefficients 
are complex almost-periodic functions of a real variable f 
are always almost-periodic functions, provided the discrim
inant D(t) of the equation not merely is different from zero 
for all t but actually has a positive number as the greatest 
lower bound of its absolute value. By means of well-es
tablished relations between the translation numbers and the 
Fourier exponents of an almost-periodic function one can 
easily obtain from Walther’s proof some first results on the 
connection between the Fourier exponents of the solutions 
of the equation and the Fourier exponents of the coefficients.

The latter result was sharpened by Cameron2* in an in
teresting paper dealing with the general question of implicitly 
given almost-periodic functions. Cameron also answered in

1) A. Walther, Algebraische Funktionen von fastperiodischen Funk
tionen. Monatshefte für Mathematik und Physik. Bd. 40, 1933, p. 444—457.

2) R. H. Cameron, Implicit Functions of Almost-periodic Functions. 
Bulletin of the American Mathematical Society. 1934, p. 895—904.

1
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the negative the question left open by Walther, whether 
the restriction on the discriminant that GLB\D(t)\>0 
could be replaced by the weaker condition D(t) 4= 0. In fact 
he stated that there exists an almost-periodic function f(i) 
which, while f(t) 4= 0, has GLB | f(t) | — 0, and which has 
the property that the two continuous roots ± )//’(/) of the 
equation y2— f(t) = 0 (with discriminant 4/(0) are not al
most-periodic1/

In the present paper we investigate systematically the prob
lem of the almost-periodic solutions of an algebraic equation 
whose coefficients are almost-periodic functions of a real 
variable and whose discriminant is not near zero. We shall 
not make use of the previous investigations quoted above, 
but start afresh ; the former results will naturally present 
themselves in the course of our investigation. The problem 
will be studied both from an analytical and from an alge
braic point of view. That the latter to some degree predo
minates is simply due to the fact that a certain Abelian 
substitution group, the “almost-translation group” of the 
roots of the equation, presents itself as a natural basis for 
any thorough-going discussion of the problem and turns 
out to have a fundamental influence on the structure of the 
solutions. A principal result of our paper is the fact that 
any arbitrarily given transitive Abelian substitution group 
can occur as the almost-translation group of the roots of 
an algebraic equation with almost-periodic coefficients. Thus 
the solutions of an algebraic equation present a much more 
rich and varied aspect when the coefficients are general al-

i) Since Cameron did not indicate explicitly the construction of such 
a function, the present authors have constructed an example which pre
sumably follows the same lines.
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most-periodic functions than in the classical case when the 
coefficients are pure periodic functions with a common 
period, which leads to only cyclic groups.

The paper is divided into seven sections. In section I 
we set down, in such form as will he most convenient for 
our later applications, some familiar facts concerning Abelian 
substitution groups and their character groups. In section 
II we introduce the notion of almost-translation substitution 
and almost-translation group, basing our considerations on 
an arbitrary finite set of complex functions. In section III 
we apply the notions and results of section II to such sets 
of functions when they form the roots of an algebraic 
equation with almost-periodic coefficients. Section IV (like 
section I) is of auxiliary character, and assembles some well 
known important relations between the translation numbers 
and the Fourier exponents of one or more almost-periodic 
functions. In section V we apply these relations to our pres
ent problem. The principal contribution of the paper is 
found in section VI, where we deduce necessary and suffi
cient conditions that a given finite set of almost-periodic func
tions shall have as its almost-translation group an arbitrarily 
given transitive Abelian substitution group. In these condi
tions the characters of the group play a predominant role; 
and by means of the characters we are enabled to give a 
certain canonical representation of the functions considered. 
We also give general examples — which from various as
pects may be said to be the simplest, as well — of sets of 
functions with arbitrary transitive almost-translation groups. 
The paper is concluded in section VII by the application 
of the results of section VI to the original algebraic problem.
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I. Preliminary Remarks on Abelian Substitution Groups, 
life shall be concerned throughout with substitutions

V V which permute the m objects in a finite set. If the 
objects are distinguished by attaching the indices 1, . . m 
Io a fixed symbol, we shall denote the set by enclosing the 
fixed symbol in [ ]’s: e. g. [a] denotes the set composed of 
a1# . . a . Where no ambiguity arises we shall not distin
guish between a substitution operating on the elements of 
[a], and the corresponding substitution operating on the in
dices. Thus we shall customarily denote the substitution S

We shall indicate the effect of <S on any ah by writing 
ag = Sah. The substitution resulting from operating first 
with and then with S2 will be denoted by S2St. Finally, 
a relation which holds between each ah and its correspond
ing Sah will frequently be denoted by enclosing a specimen 
relation in [ j’s. Thus if, as often in the later sections, the 
n’s represent numbers such that | ah — Sah | < f for h — 1, 
..., m, we shall write simply [| | < e ] .

Let F be an Abelian group of substitutions on [«] (or 
on the indices of [a]). A generating system of / is a 
set of elements of 7’, say S't, . . ., S', in terms of which 
evèry element S of r can be expressed as a power pro
duct, as S = (S'x)Cl . . . (S')c</. (If this representation is unique 
in the sense that each factor (S'.)e‘ is uniquely determined
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by S, the generating system is called a basis of E). A gen
erating system which contains the smallest possible num
ber, say of elements A is called a minimal generat
ing system. This number which is characteristic of 
the group, has a property which is particularly important 
for our purposes, namely that out of every generating sys
tem there can always be chosen n elements,
say S't, . . ., S' , such that (E denoting the identity element) 
for every relation (S'L)Pl . . . (S'u)e^ = E between these ele
ments, we have G CD (et, .. ., et() > 1.

Of special importance for our investigation is the case 
where the Abelian substitution group F is transitive. 
Then /’ is of order m, and each substitution of F is uniquely 
determined by specifying its effect on any one element of 
[a]. Hence we can always assign the indices 1, ..., m to 
the objects a and the substitutions S in such a way that 
Vi = «h’ s°that si= G,= C’,...)•Such a 

concordant indexing of [a] and r has the readily verifiable 
advantage that the effect of multiplying every element of F 
by any fixed element Sh is to perform on the elements of 
F a substitution whose symbol (in terms of the indices) is 
identical with that of Sh. Thus, if = Sh, ■ • - , ShSm —
Sh , then Shi, ..., Sh is a permutation of Sx,.. Sm, and

, interpreted as a substitution on [a], is pre

cisely Sb.
Since r is Abelian we know that a complete set of char

acters of 7’ forms (with respect to ordinary multiplica
tion) a group F isomorphic with F. We may then denote 
the elements of the character group by %t(S), . . %/n(S).
(We shall denote the principal character by its value, 1).
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The notions of generating system and minimal generating sys
tem apply to I * as they did to I', but with certain additional 
features due to the connection between the two groups. 
Thus, we shall lind useful for our later applications the 
following well known simple criterion for a generating 
system of /’*: the characters / form a generating
system of /’* if and only if /x (S7[) = %i(S9), . . //£*) =
Z7(Sf/) implies *S7i = S . Also, since F* is isomorphic with 
F, a minimal generating system of /’* has the same num
ber fi of elements as a minimal generating system of 
Further, out of any generating system /x, ..., / can be 
chosen fi characters, say , . . ., , such that every relation
(Zi)e‘ • • • (Zu)'“ = 1 implies that GCD (ex, . . ., ej > 1 . 
Finally, since /' is transitive, and since by definition 
z(S7l)z(Sf/) = z(S/}S;;), it follows from the previously noted 
result of indexing the elements of F and [a] concordantly : 
If /(S) is any character and S, ... ., S. is just that per- 
mutation of S\, . . ., Sm produced by applying to the indices 
of the S’s the substitution which denotes Sh, then

Z (S/t) Z (Si) = Z (Shi), • • •, Z (SA) Z (S,„) = Z (\ ) •

We conclude this section with some remarks on those 
powers of the substitutions of a (not necessarily transitive) 
group F which leave a given element of [a] unaltered. For 
fixed element ah we may regard the relation Se ah = a]t 
as an equation in the variable substitution S, whose range 
is the group F. We denote by vh the least positive integer e 
for which this relation is an identity in S. Trivially, vh is 
not greater than the order g of the group, since then 
^'ah = Eah ~ (lh> not on’y f°r every S in F, but for every 
ah in [a]. Equally trivially, vh<ml, since the set of all 
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substitutions on [a] forms the symmetric group 2" of order 
ml. If r is Abelian and transitive, and hence of order m, 
we have the sharper result that vh is < m; and in fact vh 
is independent of h and equal to m', the least common 
multiple of the orders of the elements of r. If the Abelian 
group r is intransitive, each ah belongs to a transitivity 
set containing, say, mh elements; and /' is homomorphic 
with a transitive Abelian group Z” operating on this subset 
and hence of order In this case vh — m'h<mh, where mh 
is the least common multiple of the orders of the substi
tutions in rr.

II. Almost-Translation Substitutions and the Almost- 
Translation Group.

In this section we suppose that the m elements of the 
finite set [a] upon which substitutions are to be performed, 
are distinct one-valued complex functions, f^t), 
of a real variable, defined for — oc < t < + oo. In accord
ance with our previous notation the set is then denoted 
by [/■(/)].

We first assume only that each function is continuous 
for all values of t.

Definition. For given 6>0 we shall say of a real 
number v that it e-performs the substitution S on [f(t)] if

[ I fh (* + ?) — Sfh (0 I < f] for — oc < t < + oc.

We shall denote by the set of all real numbers
t each of which ^-performs the fixed substitution S on 
[Z(0]i and by the set of all real numbers r each
of which ^-performs some substitution on [/(/)].
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Remark. As the m functions are distinct from each 
other, it is clear (quite apart from any consideration of the 
continuity of the functions) that for sufficiently small pos
itive «, no T can «-perform more than one substitution 
on [/’(f)]. In other words, there exists «*>0 such that if 
()<«<«* and T belongs to both [t(Si)(«)} and ( s2) (f) )> 
then = S2.

Lemma. If e {^(S1) (^i)and r2 e { r(ss)(^2)}» then 
Or + r2) e {t(SjSj) Gq + f2)} and (^ + r2) e {^^(«j. + «2)}.

Proof. By assumption [ |/], (f + rt) — S\/A(/) | «J . Re
placing t by f + r2,

(1) [lA// + C’ + Ti) —^140+ Li) I — éil-

Also, by assumption [ | fh(t + r2)— S2/A(f) I ^2], whence, re
placing fh by S1fh,

(2) [ISi/kd + ^-SjSjqoiS^]-

From (1) and (2) follows

[ I //1(^ + 'r2 + Tl)~^2^1//1(Û I = £i + fJ’ 

which says that (r2 + Tj) e | T(s2s1) (fi+f2) ) • The other half 
of the lemma is derived similarly (or simply by interchang
ing the indices 1 and 2).

Corollary. If r e (t(S) («) } and v is any positive inte
ger, then rr e / r^r^r«) }, or2)

V\T(S)^} S {*(s")Of)}-

1) The symbol e denotes the relation “belonging to’’, while the sym
bol s is used for positive numbers.

-) For fixed real r we shall denote by r ( r ) the set of all num
bers r i.
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Definition. If S is any substitution on [/"(/)] such that 
' } is relatively dense for every positive e, we shall say
that S is an almost-translation substitution on [f(t)], or that 
f(t)] admits S as an almost-translation substitution.

Theorem 1. The set I' of all almost-translation substitu
tions admitted by [/(/)] either vacuous or an Abelian sub
stitution group (which we shall call the almost-translation 
group of [f(f)]).

Proof. If F is not empty, let St and S2 be any sub
stitutions in T. For any « >0 take arbitrary e | r( S.

and r2 s J we Put fl = = 2 *n ^emma

above, we see that tx + r2 belongs to both ' } and
(G(S1s,)G)}- But these relations hold for every positive 8 
and corresponding t2; in particular, when e<8*, which 
requires that S2S£ = <S\.S2. Thus the product of any two 
substitutions in F is commutative. Furthermore, since the 

sets and j j are relatively dense for every

8 > 0 (actually we only need to have one set relatively dense 
and the other not empty), the set of all sums + and 
a fortiori (^sjG)}» relatively dense for all positive Fs. 
Thus S2SL = StS2 belongs to F (which is a subset of the 
finite group so /’ is an Abelian group.

Corollary. If [/'(/)] hns an almost-translation group F, 
then each function f^f) is almost-periodic.

Proof. The identity-substitution E must be in /’; i. e. 
every positive 8 determines a relatively dense set {'r^G)} 
of real numbers z for each of which

[\f„(l+O-Efh(.t)\< d-
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Since Efh — fh, this simply says that for each fixed /?, every 
r(F)(«) is a translation-number (é) of fh(t)l\

Theorem 2. A necessary and sufficient condition that [/(f)] 
admit an almost-translation substitution (and therefore haue 
an almost-translation group r) is that the set ' (f) } be
relatively dense for each e >0.

Proof. The necessity is immediate. To prove the suf
ficiency we show that the identity E is actually admitted 
by [/(/)] as an almost-translation substitution. By assump
tion the set ! is relatively dense, and to each of

I [/]Vn!/J

the numbers r = -rr-J there corresponds a substitution
I /HIS (depending on r) such that te | (S)^ !j | ’ ^ence ;n‘7 

belongs to { r(Sm!)(e) }, i. e. to * r(E)(f) ). Thus the set { 7/(r)(é) } 
contains the relativelv dense set m! | j, and is it-

Iself relatively dense.

For the remainder of this section we suppose that we 
have to do with a finite set [/'(/)] of functions, each of 
which is almost-periodic. By the above corollary, this 
condition is automatically fulfilled when the set has an 
almost-translation group. We collect here some remarks 
concerning this case which will be useful in later sections;

1) In accordance with the usage prevailing in the literature we shall, 
throughout the paper, denote by zy(£) a translation-number (correspond
ing to e) of a single function f(f). We have been careful to differentiate 
from this the two other symbols of similar type introduced here, viz. 
r(S)(t) and (e), each of which denotes a number performing an office 
similar to that of the translation-number of a single function, but in 
connection with a finite set of functions.
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in particular we shall see that the converse of the above 
corollary is also true, that is that the almost-periodicity of 
the separate functions fh(f) implies the existence of an 
almost-translation group of the set [/’(/)].

1°. A familiar and important property of such a set is 
the fact that each e > 0 determines a relatively dense set 
of real numbers t, each of which is a translation number 
for every one of the functions fh(t\ so that for 1 < h < m,

I fh (f 4- r) — fh (0 I < s for — oc < t < + oo.

Even more, as Bochner has shown, there exists an almost- 
periodic function F(t), called a major a nt of the set, such 
that for every positive e the set J rF(f) ) of its translation
numbers is identical with the set-theoretical product of the 
sets {'Ty(f)}, {'r/n,(£)) °f translation-numbers of the
individual functions.

2°. Our set [/‘(f)] certainly admits the identity E as an 
almost-translation substitution, and hence has an al most- 
translation group /' (which may consist of E only). 
In fact, for every 6>0, the set determined in 1°
is precisely the set {r(E)(«)|.

3°. If S is such a substitution of the whole group 2/n 
that for some t> 0 the set { T(S)(é) } is not empty, then the 
set {«(S)(2s)} is relatively dense. For if r0 is some num
berin {r(S)(é)} and t e (r(E)(f)}, then (r0 + O e ' r(S)(2f)}, 
and this set is therefore relatively dense since is
relatively dense.

4°. There exists a fixed number Z* > 0 with the prop
erty fhat any substitution S of belongs to 1' provided 
only that for some positive the set 'r^Çe')^ is not
empty. For let us denote by z/(t) the (possibly vacuous, 
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certainly finite) set of substitutions belonging to 2';;) but 
not to F, each of which is «-performed by some real r. It 
is evident that 0 < «L < t2 implies ^(«J c and that 
this, combined with the finiteness of every ./(«), implies 
that for some positive «**, 0 < «t < e** < e2 gives us 4(e^) 

= z/(«**) c z/(«2). If z/(«**) actually contained a substitution 
S, for this S every {T(S)(f)} would be non-vacuous, and 
by 3° every fy(S)(2«) } would be relatively dense. S would 
then by definition belong to r, contrary to hypothesis. Thus, 
if for some positive e <, e**, a substitution S of is «-per
formed by even one r, then that substitution belongs to F.

5°. Let /h(f) be any fixed member of [/(Øj, and vh the 
corresponding positive integer (defined in section I) for which 
SPhfh(t) = f°r every S in F. Then for each suffi

ciently small e (in fact for e vhE**'),

For, for each S in F, 3 {r(srÄ)(e)}, and {r(srft)(«)}

2 and hence

the is empty on

But the last relation, just 
for trivial reasons for every

actly the set MM—
I

proof is completed.

5**j. Now the set-theoretical sum, 
in 2, of the sets MM—U, is ex-

I * vJf
so (r. (e)} D V. U, and the

to F, since for such an S 

account of 4° (as —<
\ vh

taken over all the S’s

proved for each S in r, holds
5 in which does not belong 

set Må}
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III. The Existence of an Almost-Translation Group for 
the Solutions of an Algebraic Equation with Almost-Peri- 

odic Coefficients.
Let

(3) ÿ" + æi(0y'"-1+•• • + ænl_1(0y + ^,„(0 = o

be an algebraic equation of degree m in the complex vari
able y, with leading coefficient 1 and remaining coefficients, 
xt(/), . . æ (7), almost-periodic functions of the real vari
able t. We denote the discriminant of the equation (which, 
by the way, is also an almost-periodic function) by

7)(/) = d[xt(t), xm(f)].

If D(t) 0 for —oc < t < + oc, the m roots of the 
equation are distinct for every value of t, and since the 
coefficients are continuous, these roots may be sorted in 
just one way (except for choice of notation) into m one
valued functions, z/1(7), • • •> each of which is con
tinuous for all values of t. Further, as the coefficients æ (0 
are bounded and uniformly continuous, the roots yh(f) will 
also be bounded and uniformly continuous in — oc < t < + oc.

We now assume not merely that D(f) 4= 0, but that 

|D(f)| > « > 0.

Then there clearly exists a ß > 0 such that for every t

(4) I yh(t)~ yg(t) I > ß for h 4= g.

Consequently, for any two values t± and t2, there can exist 
at most one substitution S (we may denote it by S(tlf /2) 
to indicate its dependence on tt and /2) such that

We shall now prove the important theorem:
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Theorem 3. The set \jjh(f)^ of continuous solutions of an 
equation (3) with almost-periodic coefficients Xj(J) and discrim
inant satisfying | D (£) | > ct > 0, has an almost-translation 
group F, and hence is composed of almost-periodic functions.

The last fact was first given by Walther, as was men
tioned in the introduction.

Proof: According to theorem 2 of section II it suffices 
to show that to every given r > 0 there corresponds a 
relatively dense set of real numbers e- of num
bers T to each of which there corresponds some substitu
tion S = S(r) of 2’/n such that [\yh(t + v) —Syh(t)\ < f]. 
Naturally it suffices to consider “small” positive f’s; we 

may therefore take the given e to be < -, where ß is the 

positive number occurring in the inequality (4). With this 
restriction on f, if for some two values and /2 we have 
found two substitutions >S\ and S2 such that

[I ?//, Oi) — Si yh (Q I < f] and [I yh (tf) — S2 yh (/2) | <U ], 

we may conclude that = S2.
Corresponding to the given e we determine (as is pos

sible because the coefficients x-(f) are bounded) a ô > 0 
such that for any two real numbers t' and l" satisfying

|x/(f)—< Ô' (./ = 1, . . ., 7Z?)

there is a substitution S = S(t',t"), for which

I —Sÿh(OI < j •

From the preceding remark this substitution is uniquely 

determined since < e < —.



Algebraic equations with almost-periodic coefficients. 17

Consider the relatively dense set of translation
numbers (corresponding to this d) of a majorant X(t) of 
the coefficients xXt). We shall prove the relative density 
of by showing that 2 °tber
words, we shall show that to each fixed t satisfying for 
all t the inequalities

\xj(t + T) — X.(t)\<d (j=l,...,ni)

there corresponds a substitution S' = S(r), such that

[\ylSt + T^~s.f//,(0l Sd (—oc < / < + ex?).

Note first that, from the manner of choosing d, our 
fixed t and any fixed t certainly determine one, and only 
one, substitution S = S(/,i) which satisfies the relation

+ O —\yA(OI < I •

The proof will obviously be complete when we have shown 
that this substitution S(t,r) is independent of t, i. e. 
depends only on t. For this purpose we first determine 
an ij > 0 such that the inequality |f — t" | <1 // implies the 

inequalities | yh(t'} — yh(t") | 5^ for 1 < /i <1 m> i- e- implies

I Z7?l(r) — Æ?Z77i(f") I < I .

Since the whole real axis can be covered by intervals of 
length //, in order to prove that S(t, t) is independent of 
t it suffices to prove that for two arbitrary numbers tt and 
t2 satisfying | tr —12 \ < ly, the two substitutions St = S(ft, r), 
and S2 = S(f2,r) are identical.

Vidensk. Selsk. Math. fys. Medd. XV, 12. 2
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From the definition of St and S2 we have

1.7/A+O —Sii/zA)! < I

Since | (tt + t) — (t2 + i) | = | tt — t2 | < //, we have also

I ?//. Gi + 0 — Eyh (t2 + 0 I S | •
Hence

I yh (4) — s-2 yh Où I < 3 + I + f = f

Replacing yh by lyh, this becomes

(5) s2.s\ WUlSd-
On the other hand, from \tt—t21 < // we get

(6) Ij/aOi)—EyA(^)l = f <£

But (as we emphasized above) relations (5) and (6) enable 
us to conclude that S2St ' and are identical. Thus St — 

S2, and the proof is completed.

We here introduce an abbreviation of our notation 
which will be useful later on. If /’(/) and g(t) are almost- 
periodic functions we shall write

f T \ c \\ V/ = \ (i J

in order to indicate that, corresponding to any > 0 (or, 
equally well, to any sufficiently small *1> 0), there exists 
an £2 > 0 such that y^(f2)} £ $uch symbolic ab
breviations we shall use not only in connection with the 
translation numbers of single almost-periodic functions,
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but also for translation numbers r^(f) and referring
to sets of functions. For instance, by

/ T \ C / r \V [f] / \gf

we shall mean that to any > 0 there corresponds an 
t2 > 0 such that {^jOa)} Ç {^(*1)}-

In terms of this notation we see that, for our alge
braic equation with almost-periodic coefficients and 
|D(OI > a > 0, the translation numbers of the majorant 
X(t) and the translation numbers belonging to the set of 
roots [«/(/)] are in so far the same as

{ } ^ { r&]} and = {rx}-

The first of these two relations has been directly shown 
in the course of the proof above. The second relation holds 
because, corresponding to any given > 0, since the roots 
yh(t) are bounded, we can find a positive t2 so small that 
every T which ^-performs some substitution on [y(t)] must 
satisfy, for all t, the inequalities

|æzG+r) — Xj(t) I < fl (./ = 1, . . m).

IV. Auxiliary Remarks on Relations between 
Translation Numbers and Fourier Exponents of Almost- 

Periodic Functions.
With any almost-periodic function /(/) there is associ

ated a certain series as its Fourier series,

/*(0 co ^anelAnl.

In the treatment of various questions concerning the Fou
rier exponents 2n of /’(0> it is not just the set of exponents 
themselves which is of primary importance, but the larger

2* 
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set containing all linear combinations with integral coeffi
cients of a finite number of these exponents,

£71 ^1 + £72 Â2 + . . . + gN^N-

This set is usually denoted by Mf and is called the mod
ule of the function f(f); evidently it is the smallest 
number-module which contains all the exponents

There exist important relations between the translation 
numbers and the exponents of an almost-periodic 
function /’(/). Especially we shall have to use a necessary 
and sufficient condition0 that the module Mg of an almost- 
periodic function g (/) be contained in the module of 
an almost-periodic function /(/), expressed in terms of the 
translation numbers of the two functions. By using the 
abbreviated notation introduced at the end of the previous 
section we can express this condition very simply as follows:

Lemma 1. Let /(£) and g(t) be two almost-periodic 
functions. In order that Mg c it is necessary and suf
ficient that Ç {%/•

Roughly speaking, the fewer translation numbers, the 
more exponents.

We shall also recall a relation between the translation 
numbers and the Fourier exponents of a single almost- 
periodic function:

Lemma 2. In order to show that the real number ft be
longs to the module of an almost-periodic function 
f(0 °° Xa^g1^'1^ it suffices to show that to any positive t

1) Compare H. Bohr, Ueber fastperiodische ebene Bewegungen. Com- 
mentarii Mathematici Helvetici. Vol. 4, 1932, p. 51—64.
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there corresponds a positive ô — â(e), such that each t 

belonging to satisfies the inequality

|ei0T-l|< e.

We shall not enter upon the proof of these two lem
mas, but content ourselves with pointing out that they 
depend essentially on a famous theorem of Kronecker on 
Diophantine approximations. As we shall make direct use 
of Kronecker’s theorem in section VI, but in a form 
slightly different from the usual one, we take this occasion 
to re-state his theorem in this form, using the exponential 
function eIf.

Kronecker’s Theorem. Let Â15..., be arbitrarily 
given real numbers, and let be given complex
numbers of absolute value 1. In order that to each posi
tive e there correspond a real t satisfying the N inequalities

£ « (n = 1, .... JV),

it is necessary and sufficient that whenever a linear rela
tion with integral coefficients

<71^1 + • • • + = 0

holds between the Z’s, the corresponding relation

• • • W* = 1

hold between the t/’s.
One sees immediately that the condition is necessary; 

the real content of the theorem lies in the fact that it is 
also sufficient.
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V. Relations between the Fourier Exponents of the 
Roots and the Fourier Exponents of the Coefficients of 

an Algebraic Equation.
We return to the algebraic equation

y(/) gm 1 + . . . + xm  ! (0 {/ + æ;n (0 = 0

of section III. We denote by A(0 some majorant of the 
almost-periodic coefficients x^f), . .x (f). As is well 
known, the module Mx is independent of the choice of the 
majorant, and is not only the smallest number-module 
containing all the Fourier exponents of X(f), but is also 
the smallest number-module containing all the Fourier ex
ponents of all the functions x(f).

As before, we assume that the discriminant of the equa
tion satisfies the inequality

G LB |n(OI>o,
X < t < 00

so we know that the equation has as continuous roots 
a set of almost-periodic functions,

.Vi (0,.... y,n(0.

Thus the roots have a majorant Y(f), and the module 
My is the smallest number-module containing all the Fou
rier exponents of the functions in the set [y(Oj.

In this section we shall discuss the connection between 
the Fourier exponents of the roots of the equation and 
the Fourier exponents of its coefficients. The connection 
will be exhibited by demonstrating some important rela
tions between the modules Mv, Mv, and M , and their 
multiples.1)

1) By the multiple rM we shall understand the module arising 
from the module M by multiplying every number in M by r.
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Theorem 4. Mv ç Afy.

Proof. This is an immediate consequence of the fads: 
that the coefficients rr(/) are polynomials in the roots 

and that the Fourier series of a polynomial function 
of almost-periodic functions is determined simply by formal 
calculation from the Fourier series of these functions. Thus 
each exponent of each x-(f) is a linear combination with 
integral coefficients of the exponents of the roots • • •> 
ym(t), and therefore belongs to 7tfy. Hence the whole mod
ule is contained in Mv.

We now proceed to a theorem which is not at all trivial, 
and the proof of which uses essentially the connection 
between Fourier exponents and translation numbers men
tioned in section IV. As in section II we denote by /’ the 
almost-translation group of the set [i/(/)J of roots, and by 

vh (< m) the least positive integer e such that Seyh = yh 
for every S in F, as defined in section I.

Theorem 5. For each h among 1, . . ., m ive have the 
relation
(7)

The fact that to each of the roots uh(t) there corre

sponds some number v, < m for which M c — Mx, was
— Vh — y A

first found by Cameron in the paper quoted in the in
troduction.

Proof. In remark 5° of section II it was shown that 
for each sufficiently small e,



24 Nr. 12. Harald Bohr and Donald A. Flanders :

Hence, 
section

using the abbreviation introduced at the end of 
III, we have

(8) sK,}-

But, as shown in section III, the translation numbers 
and are the “same” in the sense that

( T[y] ) C { 7 X } aild { TX } - { T[y] } •

Hence the relation (8) is equivalent to the relation

Now it is evidently the same thing to say of a number r 
that it is a vh'Tx(d) as to say that it is a Tx*(d), where 
X*(t) denotes the function x(— Thus we may write

\viJ
W 5

and by lemma 1 of section IV we conclude that

G Mxtl.

But the Fourier exponents of Ä*(7) = X jj are simply the 

exponents of X(t) itself, each divided by vh. Hence 4/v* = 
1
v Mx, and we get the desired result,

Corollary 1.

For this merely contracts to one relation the m relations

Af, c —. Afv, each of which must hold since every v, , yh — ml x 11
being < m, is a divisor of ml. This corollary, substantially 
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due to Walther, may also be proved readily without using 
the sharper relations (7).

Corollary 2. The modules Mx and Tfy have the same 
maximum number of rationally independent elements (i. e. 
elements linearly independent with respect to the rational 
domain).

This follows immediately from cz3fy and TIyC

In the remainder of the paper we shall confine our 
attention to the case where the almost-translation group F 
is transitive. In this case we get a rather complete sur
vey of the relations connecting the Fourier series of the 
different roots. This restriction is a natural one since, 
when our given algebraic equation has as roots a set of 
functions with an intransitive group r, it may be split up 
into a number of equations of lower degree, each one 
having as its roots the functions of a transitivity system 
of the original set; at the same time, as we proceed to 
show, this process does not enlarge the modules of the 
coefficients, i. e. the module of the coefficients of each 
new equation is contained in the original module Mx.

For let ..., i/„(0 be a transitivity system of the 
set [y(0], and let

(y—yi(0) • • • (y—y(>(0) = ye+ ?i(0ye_1+... + £/0 = o 

be the corresponding new equation, with ^(Ø as a major
ant of its coefficients. Then we have to show that

Ms Ç Mx.

Now, roughly speaking, every “fine” translation number of 
X(f) gives rise to one of the substitutions in F, and hence,
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when applied to the transitivity system y1(t),..., yAt), 
merely effects some permutation of this subset. But this 
means that it is a “fine” translation number of æ(0. 
Speaking precisely, we have

and therefore
Mz Q mx.

VI. The Fourier Series of a finite Set of Almost-Periodic 
Functions with a Transitive Almost-Translation Group.

In section II we introduced the notion of the almost- 
translation group of a finite set [/*(/)] of zn distinct com
plex functions of t, each function defined and continuous 
for —co < t < + oc. We there showed that a necessary 
and sufficient condition that such a set of functions have 
an almost-translation group / is that each function be 
almost-periodic. In section III we found that in order 
that an algebraic equation of degree m in the complex 
variable y with leading coefficient 1 have as roots a set 
y(t)] of m distinct almost-periodic functions of t (i. e. 

a set of m functions having an almost-translation group), 
it is sufficient that (a) the coefficients be almost- 
periodic functions of t, and (b) the discriminant /)(/) sat
isfy the inequality

(9) GLB |/)(/)|>0.

Condition (a) is evidently necessary as well; for the co
efficients of the equation, being symmetric polymials in 
the roots, must be almost-periodic themselves. As regards 
the condition (b), concerning the discriminant, the situation 
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is more complicated. In fact on the one hand, as men
tioned in the introduction, condition (b) cannot be re
placed by the weaker condition, /)(/) 0 for all /; on the 
other hand there exist algebraic equations of degree m with 
almost-periodic coefficients and satisfied by m distinct al
most-periodic functions, for which not only G L B | Z>(7) I = 0 
but even D(t) = 0 for some t^\ Thus the restriction (9) 
on the discriminant introduces an element extraneous to 
the notion of the almost-translation group. In the present 
section, therefore, where we deal with those properties 
stemming directly from the group, we shall not think of 
our functions as roots of an algebraic equation, but only 
as having an almost-translation group 7’. As pointed out at 
the close of the previous section, we consider only the 
case where F is transitive.

Let, then, [/(f)] be a finite set of in distinct almost- 
periodic functions having as almost-translation group 
a transitive Abelian group 7’ of substitutions on the set. 
As we remarked in section I, the group has m elements 
which we may (and do) index concordantly with the func
tions, so that Shf{ — fh. We begin by deducing a number 
of properties of the Fourier series of the functions fh(f).

1°. Every function h = 2, . . in, has exactly the

1) This may occur even in the case where T is transitive. A 
simple example is given by the two (periodic) functions

y1(0 = * G''+e_,<) = cos/, y2(t) = —~ (ea + e~lt) = — cost

with the translation group r = of order 2, where the discriminant 
I)(t) — 4 cos2/ of the corresponding equation

(y —y/0) • (y —y2(0) = y2 —cos2/ = 0

71 .
vanishes at / =---- p nn.

2 
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same Fourier exponents, , Â2, . .,, as f (f) ; and the 
Fourier coefficients in fh(f) and /’(7) belonging to the 
same exponent Z;), have the same numerical value. 
Thus we may write the Fourier series of the functions in 
the form

4(0 °° yiVh,nanelknt (A = 1, . . m),

where each factor n has the numerical value 1. Within 
the restriction that their numerical values be 1, the factors 

n in the Fourier series of any one function may of course 
be selected quite arbitrarily. Thus, while keeping the nota
tion above for convenience, we shall suppose that each 

n in the expansion of / (7) is equal to 1.

Proof. Corresponding to any h among 2,..., m, and 
to an arbitrary sequence of positive numbers tending 
to zero, we can choose a sequence of translation numbers 

e Then the sequence of functions
will tend to fh(f) uniformly throughout —oa < t <oe 
that is the function fh(f) belongs to the class of almost- 
periodic functions usually called the uniform closure of the 
set {^(t+k)} and denoted by C^/jOd-Å")}. H is a well- 
known property of such a set that every function in it has 
the properties ascribed above to fh(t).

2°. The factors ijm n corresponding to any
Fourier exponent are exactly the respective values, 
Zn(*S\), • • •’ Xn(sni)> °f some character %n of the group r.

It will be convenient to represent this assertion by the 
following scheme, where, fixing upon any Zn, we have drop
ped the index n momentarily and have arranged in vertical 
columns the terms and the factors corresponding to this 
exponent in the Fourier series of / (0, . . .,
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tfi = x(si)
a é k 1 ^2 = X(Si)

a ti el k 1 t III

•
= X($m)

Proof. From the definition of a character it follows 
that we have to show that if SJh and are any (not ne
cessarily distinct) substitutions in JT, and if — S/l3, then

* Vht = Vht’

Take again an arbitrary sequence of positive numbers con
verging to 0, say 0, and for each v denote by and 

arbitrarily chosen translation numbers belonging to 
ar,d {^(S; respectively. Then by the Iem

ma of section II the numbers — Tlr + r2r belong to 
Hence, as y~>oc,we have, uniformly through

out — oo </<+ oc,

It is a trivial fact concerning almost-periodic functions that 
uniform convergence of a sequence of such functions im
plies ordinary convergence of the coefficients belonging to 
any exponent. Since the coefficient corresponding to the 
exponent Â in the Fourier series of /(f-f-r), for arbitrary 
r, is given by aeIÅT, and since a 0, we conclude from 
the uniformly convergent sequences above that

Finally, since el/'Tir • elil*r =elk2,r for every v, we have in 

the limit Vhi • = rlha.
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3°. Those characters of r whose values actually occur 
(in accordance with property 2°) as coefficients in the 
Fourier series of f (t), . . form a generating sys
tem of the character group r*.

Proof. Let us denote by Z1, Z'2,..., Zq Hie distinct 
characters in F* which thus appear. On the analogy of 
the scheme in 2°, we write their values in vertical columns, 
thus:

Zq G$i)
Zq (S2)

If we now apply the criterion for a generating system of 
F* which we gave in section I, we see that the denial of 
our assertion is equivalent to asserting that for some /? 4= <7 
the values in row h are identical with the corresponding 
values in row g. But this would make the Fourier series 
of fh(t) and /^(t) identical, which (from the uniqueness 
theorem in the theory of almost-periodic functions) would 
imply == contrary to hypothesis.

4°. If any linear relation with integral coeffi
cients, say
(10) f/1^1 + • ■ . + — 0 ,

connects a finite number of the Fourier exponents Zn, 
then we have the multiplicative relation

di) = 1
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connecting the characters / , . . %N corresponding (as 
in property 2°) to the exponents 2V, respectively.

The relation (11) may be expressed in terms of the 
values of the characters as a set of m relations

( 12) [Z[ (S„)]9'.. . [zK(Sh)]9» =1 (1 < ft < in).

Proof. Instead of proving the assertion for some arbi
trarily chosen relation (10) it will be more convenient to 
prove it simultaneously for all linear relations with last 
index equal to an arbitrarily chosen fixed N. As before, 
for fixed h, arbitrary sequence of positive numbers >0, 
and corresponding sequence tv of translation numbers 
with each tv e . (ér))» we have, uniformly throughout 
— oc < t < + oo, that fi (t + rr) -> fh (0, and hence for each 
n (= 1,2,.. .)

Hence for any arbitrarily small e the N inequalities

I I < E G? = 1, . . - , N)

are satisfied by some t (in fact by every rt, with sufficiently 
great index r). According to the “trivial” part of Kro- 
necker’s theorem stated in the end of section IV, this re
quires that, corresponding to each relation (10) with last 
index N, there must hold the corresponding relation (12). 
Thus (11) holds.

We now turn the problem about, i. e. start from a 
given transitive Abelian substitution group F, and 
ask what conditions a set of almost-periodic functions fh(t) 
must fulfill in order that they be distinct and that [/(/)] 
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have I' as its almost-translation group. To avoid misunder
standing, however, we emphasize that so far we do not 
know at all whether every type of transitive Abelian sub
stitution group can occur as the almost-translation group 
of some set [/*(£)]• Only after having proved the theorem 
below shall we take up the main problem of determining 
whether the conditions stated in the theorem can really be 
fulfilled for any given group of this sort.

Theorem 6. Let [/(/)] be a finite set of in almost-periodic 
functions, /t(0> • • •> /nj(0; an^ an ar^^rai'y transitive 
Abelian group of m substitutions which we denote by SL — 

, . . .,= j. Then in order that [f(f)] be com

posed of distinct functions and have F as its almost-translation 
group, it is not only necessary (as was shown above) but also 
sufficient that the following four conditions be fulfilled:

1. All the functions fh(.t) have exactly the same Fourier 
exponents Ân, and the absolute values of the corresponding 
Fourier coefficients are the same.

2. Further, the Fourier series of the functions fh(f) have 
the form
<13) //.(0 °°

where %n(S), for each n, is a character of the group F.
3. Those characters % (S) which actually occur in (13) 

form a generating system of the character-group F.
4. If any finite set, Zt, . . ., ZN, of the Fourier exponents 

are connected by a linear relation

with integral coefficients, then the corresponding characters 
are connected by the relation
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Proof. That m almost-periodic functions whose Fourier 
series have the form (13) must be distinct, is immediately 
to be seen from condition 3, which implies that for no two 
distinct indices, /? and g, are the Fourier series of fh(f) and 
/ (f) formally the same. (Here we use only the trivial fact 
that two distinct Fourier series cannot belong to the same 
function, in contrast to the corresponding point in the ne
cessity proof, where we had to use the uniqueness theorem, 
that two distinct functions cannot have the same Fourier 
series.) Since our functions are distinct, they have an almost- 
translation group and the main point of the proof is 
to show that condititions 1—4 insure that F' =

We first observe that it suffices to show that each of 
the substitutions of F belongs to I '. In fact, when this has 
been shown, it follows immediately that F' must be iden
tical with F. For then / ' must be transitive (since it con
tains the transitive sub-group F) and, being Abelian, cannot 
contain more than m substitutions.

By way of preparation we make the preliminary remark 
that the set-theoretical sum (</(/)} of the m sets of functions

{/;(/+«),(/'„,(/+Oj (-°c<fc<+oo)

is a majorisable set of almost-periodic functions, in fact 
majorisable by any majorant F(t) of the set [/"(/)] ; and that 
every function in {(/(f)} has the same Fourier exponents 
Zt, Z2, ... as each function in [/*(/)]. Hence, according to 
a wellknown theorem on majorisable sets, due to Bochner, 
it holds, roughly speaking, that formal convergence of the 
Fourier series of a sequence of functions drawn from the 
set (#(0) (i- e- actual convergence of the coefficients be
longing to each fixed exponent) implies uniform conver
gence of the sequence of functions. Exactly speaking: to 

Vidensk. Selsk. Maili.-fvs. Medd. XV, 12. 3
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each e > 0 there corresponds a positive integer and a 
A > 0 such that any two functions g'(t) X and

g" (t) æ of the set the coefficients of which
fulfill the inequalities

I b'n — bn 1 S (/? = 1 , . • ., N) .

themselves satisfy the inequality

I g' (t) — g"(t)\< t (—oc<t< + oc).

Now let <Sh be an arbitrarily chosen fixed element of 
/’. We shall show that Sh also belongs lo F', i. e. that Sh 
is an almost-translation substitution of the set From 
remark 4° in section II it suffices to prove that to some 
positive e< f** there corresponds at least one real number 
f which satisfies for all values of t the m inequalities

(14) I /;(/ + r) - SJ,(Z) | < e (/ = I m).

We first make clear, for each I, which of the functions 
/, fm is denoted by Shft. This can be seen at once 
by considering the Fourier series of the function:

ACC °° 2?Zn(^)«ne/A,!Z-

In this Fourier series the index I occurs only as index for 
that substitution of which the characters / are taken. 
As we noted in section I, since is a character of /', the 
substitution Sh performed on the index I simply results in 
replacing zn(Sz) by zn(s/A), that is by the product 
XnZn(^z)• Hence the function is just that function
among /\(t), . . fm(f) whose Fourier series is given by

We now proceed to prove that there exists a i which
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satisfies the inequalities (14). As the Fourier series of 
+ for an arbitrary fixed z, is given by

2’e,ÂnrZn(Sz)ane‘À«t,

and as, throughout, we deal only with functions of our 
majorisable set (,ç(/)), the inequality

I/X'+O-VXOIS«’
is (by the remark above) certainly fulfilled by any z; for 
which the N inequalities

< i (n = 1, .... .V),

i. e. (since |%n(Sz)| = 1) the N inequalities

(15) I (e'V— an| < <5 (n = 1, . . ., N),

are fulfilled. We sec that the index I has disappeared, so 
that any z satisfying the inequalities (15) will certainly 
satisfy the m inequalities (14). Denoting by a the maximum 
of I at I, ..., I av|, the inequalities (15) are certainly satis
fied by any z which satisfies

(16) |eU"T-Z„(Sh)|<^ (n = l,...,N).

But according to the “non-trivial” part of Kronecker’s 
theorem, the inequalities (16) certainly have a solution r 
since condition 4 assures us that to every linear relation 
with integral coefficients such as + ... + = 0
there corresponds the relation |Z1(Sh))ffl • • . I— 1- 
Thus the proof of theorem 6 is completed.

We can now easily prove the following corollary, which 
is to be considered one of the main results of the paper.

3
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Corollary. Corresponding to each arbitrarily ginen transi- 
tive Abelian group / of substitutions on the indices 1, . . in, 
there exists a set [/’(/)] ofm distinct almost-periodic functions 
which has / as its almost-translation group.

Proof. We have only lo show that to the given group 
F there correspond m almost-periodic functions f1(t),..., 
fm(t) whose Fourier series satisfy conditions 1—4 of theo
rem 6. In order to avoid any trouble arising from the 
somewhat intricate condition 4, we choose the exponents 
Â rationally independent, i. e. such that a relation

F . . . + gN^N — 0 with integral coefficients can occur 
only if every g is zero. Condition 4 then falls away. Next, 
to be sure that the series we set up are the Fourier series 
of almost-periodic functions, we limit ourselves lo only a 
finite number of terms. Now let / be any
generating system of the character-group /’*, let .. ., z 
be arbitrarily chosen rationally independent real 
numbers, and let ar, ..., a be arbitrary complex num
bers 0. Then it is clear that the m almost-periodic 
functions

/k<0 = (b = 1, . • m)
n = 1

satisfy conditions 1—4, and so the set [/(7)‘ has /’ as its 
almost-translation group.

If we wish to have as few terms as possible in the 
example just constructed we shall take q — p, where p is 
the number of elements in a minimal generating system 
of /’ (or of F*), mentioned in section I; and for our 
characters /x, . . ., %'u we shall take any minimal generating
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system of /’*. We shall show that the example thus ob
tained of a set [/(Oj of functions belonging to the given 
group T' is not only a simplest possible example, in 
that the Fourier series contains as few terms as possible, 
but at the same time is the most general example of a 
set fCO] belonging to jT, for which the functions fh(f) 
contain the minimum number // of terms. By this we 
mean that the only restriction (other than as to the num
ber of terms) of a voluntary character which has been 
introduced so far, namely that the exponents he rationally 
independent, is in fact a necessary one. We shall prove, 
namely, the following general theorem :

Theorem 7. Let

4(0 °° (h = 1, . . ., m)

be any m almost-periodie functions with the transitive group 
r as almost-translation group of the set f(f)_, and let p 
denote the number of elements in a minimal generating system 
of I'. Then among the exponents z2, . . . there occur at 
least p which are rationally independent.

Proof. Among the characters involved in the Fourier 
series there certainly occurs some generating system, /, • • - , 
•/(/, of r*. By a remark in section I, out of this generating 
system there can always be chosen a set of just p char
acters, say ÿ , . . ., such that any relation tf'f ... = 1
implies GCD(g^, . . 9u) > 1. Now let nl, . . ., nH be arbi
trarily chosen indices such that

Then the exponents zn,...,zn(f must be rationally inde
pendent; otherwise there would exist a linear relation
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with GCD(g , . . gu) = 1. But by condition 4 this would
imply 

contrary to our hypothesis that no such relation can exist 
with GCI)(gt, . . gi() — 1.

In the case considered, where the alinost-translation 
group /’ is transitive, the characters of / enable us to give 
a certain canonical representation of the m functions 
in the set [f(t)], in which all the functions /h(f) are repre
sented as linear combinations of a finite set of alinost- 
periodic functions which do not depend on h.

Starting from the particular form of the Fourier series 
of the functions fh(f) given in condition 2 of theorem 6, 
namely

(i?) /;,(;) ~ J’z/.s,,) (/> = i...... „<).

we obtain our representation formally by collecting those 
terms for which the characters are the same. Thus we may 
write

un) /,,(/) ~ 2? Z "..''"'“'I d' = 1...... '»>•

where, for the sake of uniformity of notation, we suppose 
that — (,ne ^nl *s simply empty if y does not occur in the

Zn ~Z 
series in (17). Since the series in ( )’s on the right side of 
the relations (18) are independent of /i, the principal step 
in establishing our canonical representation is to prove 
that these series are the actual Fourier series of some 
ahnost-periodic functions of /.
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In general, a subseries of the Fourier series of an al
most-periodic function is not itself the Fourier series of 
any almost-periodic function. In our case, however, each 
series

(19) 

is the Fourier series of an almost-periodic function.
For if ip(S) is any fixed character and we multiply the 

relations (18) by the respective values xp^S^), . .*p(Sm) of 
the conjugate character ip and add the resulting relations, 
we have

Z z(S»)( 
Z?r* \,

or
m I ni

(20) 2 ip(Sj)/h(t) oo x \ y 2 anel/'nl}-
71=1 /er*\h = l / \Zn=Z '

Now, due to the orthogonality of the characters, 
in

X x(sh~) = in or 0 according as / is or is not the 
h =1
chosen character ip. Hence after dividing by m the relation
(20) becomes

111

2? ^(■s;,)/;,(/) ^ 2 

A=1 Xn=i"

Replacing the letter ip by /, we see that the series (19) is 
the Fourier series of the almost-periodic function

111

’ Z / (.S,)/-,/') ~ Z ane‘<‘.
ml,-l x,,~x

Hence, by elementary theorems on almost-periodic functions, 
the Fourier series of the function

in in

2? æ 2? vA*s\) 
h = 1 h = 1
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Zer*

is just the Fourier series of fh(t), as written in (18), so that 

4(0 = £ %(sh) (h=l,..., m)
ZRF*

which is our desired canonical representation of the func
tions fh(t) as linear combinations of a common set of m 
almost-periodic functions, namely the functions

In the next section, where we shall consider functions 
/),(/) which are the roots of an algebraic equation with 
almost-periodic coefficients, we shall return to this canoni
cal representation and prove an interesting property con
cerning the connection between the Fourier exponents of 
each function (7F,(0 and those of the coefficients of the 
equation.

VII. Algebraic Equations with Almost-Periodic 
Coefficients whose Roots have a Transitive Almost- 

Translation Group.
In this last section we return to the consideration of 

the algebraic equation

(21) ?/'" + Xi (0 ?/" -+æ„,_i(0 y+ æni(0 = 0 

with almost-periodic coefficients. In case the discriminant 
D(t) satisfies the condition

(22) G L B I D (0 I > 0,
— oo < t < 4-00

we know that the roots yA(0 are again almost-periodic 
functions. We put the following
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Problem: To indicate necessary and sufficient condi
tions which m functions, z/1 (f), . . ., z/;)((f), assumed to be 
almost-periodic, must fulfill in order that

(a) they may be the roots of an algebraic equation (21) 
of degree m with (eo ipso almost-periodic) coefficients x(0 
satisfying (22), and

(b) the set [y(0] may have a given transitive Abel
ian group 7’ as its almost-translation group.

It is not to be expected that an answer to this problem 
should be as neat as the answer — given in theo
rem 6 of section VI — to the analogous problem bearing 
only on the Fourier series of the functions yh(f). For the 
condition that the functions be distinct has been replaced 
by the condition that the discriminant of the equation (21) 
whose roots they are shall satisfy (22); and it does not 
seem possible to transform this more complex condition 
into a simple condition on the Fourier series of the func
tions. However, for our purpose it suffices to remark that 
— as the yh(t)'s are almost-periodic, and hence bounded — 
the demand that the yh(t)'s satisfy (22) is obviously equiv
alent to requiring that

(23) GLB I ,/„(()-!7 (Z)| > 0.
— oo < t < + oo 

h + g

Thus we may give the following

Answer to the Problem: In order that the almost- 
periodic functions yh(t) shall satisfy the conditions (a) and 
(b) in question, it is necessary and sufficient that they 
satisfy the condition (23), and that their Fourier series 
satisfy conditions 1—4 of theorem 6.
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With the help of this answer we now easily reach the 
following principal result, already alluded to in the intro
duction.

Theorem 8. Corresponding to any arbitrarily given transi
tive Abelian group r, there exists an algebraic equation (21) 
toz7/i ahnost-periodic coefficients x.(t) satisfying (22) and such 
that the set [y(0] of its (eo ipso ahnost-periodic) roots has / 
as its almost-translation group.

P r o o f. If as in section VI we denote by /L, . . ., an 
arbitrarily chosen minimal generating system of the charac
ter group /*, by ax,...,au arbitrary complex numbers 
(each 4= 0), and by Zt, . . ., Z„ arbitrary rationally inde
pendent real numbers, we know already that the m (distinct) 
almost-periodic functions

= Z = • • •’ "0
n = 1

satisfy the conditions 1—4 of theorem 6. We complete the 
proof by showing that we can easily make these functions 
satisfy the additional condition (23), simply by choosing 
the (thus far arbitrary) coefficients an so that the sequence 
I I, . . ., I a(l I of their absolute values decreases rather 
strongly. In order not to spoil too much the generality of 
our example by putting too great restrictions on the | an |’s, 
we base our limitation on the respective orders (1 </;i< m) 
of the characters %n in our minimal generating system 
Xp ..., Xu- Since (xn);" = 1, so that each of the m values 
Zn(St), ■ • -, /„GV is a rn-th root of unity, for any two 
distinct substitutions Sh and S of F the difference
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Xn(SJt)— is either 0 or numerically > 2 sin — . Hence
Ÿ n

for any two distinct functions yh(f) and i/ (0 and any 
real t it is obvious that

WO —.V/01 = San (/nW WiWW
n ■= 1

>

2 I Clp I Sin 'J — 2 (I ap+l I + • • • + I «/< I) >
^P

where p = p(h,g) denotes the smallest (certainly existing) 
index among 1, for which %p(Sh) 4= Thus we
see that our condition (23) is certainly satisfied if we 
choose the coefficients such that for each
n = 1, . . ., ,</,

(24) An = I an I sin ™ — (| an + 1| + • • • +|«t(|) > 0;
Z n

in fact these conditions imply

G L B I z/71(/) — y (t) I > 2 • min (At, . . ., Au) > 0.
00 < f < + 00 

ft 4= <7

Remark. If we wish to have conditions on the an’s 
which depend only on the group /’ rather than on the 
choice of the minimal generating system of T*,
we may replace the conditions (24) by the somewhat 
stronger conditions

(25) |an| sin yT —(|un + 1|+. . .+ |au|) > 0 (n = 1, . . ., <u),

where / (> each y ) denotes the highest order of any ele
ment y in r* (or, equivalently, of any element S in F); or 
we may go further and replace / by m.
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Example. As the simplest possible example of a transitive 
but not cyclic Abelian substitution group, we consider the 
group r of the following four substitutions:

Sj = (1 2341'1 2 3 4/
S2 =

\2 1 4 3/ Sa /1 2 3 4
\ 3 4 1 2

Si =

for which a complete table of character values is

Z1 Z2 Z3 Xi

1 1 1 1
5-j 1 1 — 1 — 1
•$3 1 — 1 1 — 1

1 — 1 — 1 1

Here = 2, and a minimal generating system of I'* is formed 
by any pair from /2, y3, /4, say by y3. Hence, if we let 
and Z-J be any two real numbers with an irrational ratio, and 
let «1 and a2 have any complex values other than 0, the four 
functions

z/1 (f) = «i e1 '‘i( + a2 el 1

y3(t) =—- + a2e1^4

yi (/) = — ai el V — a2 e1 1

will satisfy conditions 1—4 of theorem 6, and hence have F as 
almost-translation group; and will satisfy the algebraic equation 

of type (21). If in addition (since in (25) we have y = y = yQ = 2) 
we take |«i| >|a3| >0, the functions will satisfy (23), that is 
the discriminant of the equation will satisfy (22).

In the figure, where we have chosen a1>u2>0, the posi
tions in the complex plane of the four functions yr(t), y2(t), y3(t), 
yi(t) are denoted respectively by 1, 2, 3, 4 when t = 0, and by 
1, 2, 3, 4 for some other value of /.

In order to show that this set of four almost-periodic func
tions actually has the non-cyclic group F as its almost-trans
lation group — which simple observation was a starting-point 
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of this investigation — we need not, of course, refer to the gen
eral theory above. In fact, it is obvious from the very figure 
that the almost-translation group of the set can contain no other 
substitutions than those in T. That each of these four substi

tutions actually is an almost-translation substitution of this set 
of functions, can be verified immediately with the help of Kro- 
necker’s theorem for the case N = 2.

Remark 1. In the special, classical, case where the 
coefficients aj(0 of the equation (21) are continuous pure 
periodic functions with a common period, say with 
least positive common period p, (and where the condition 
G LB |/)(f)|>0 is equivalent to the condition D(t) 4= 0 
for 0 < t < p), the case lies so clear and is so well known 
that we may leave to the reader the slight task of showing 
how the theory developed in this paper for the general 
case of almost-periodic coefficients may be applied to 
deriving the periodicity of the roots, and the essential 
features of their (ordinary) Fourier series. There is one 
point however which it may be worth while to emphasize: 
namely, that in this case the almost-translation group /' 
(whether it is transitive or intransitive) becomes, as is to 
be expected, merely the usual “exact translation group” 
of the set of roots, and hence is simply the cyclic group 
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composed of all powers of that substitution S which is 
(exactly) performed by p. For it is clear on the one hand, 
that any integral multiple gp of p exactly performs S!l i. e. 
f--performs Sa for every positive e; and on the other, that 
each “fine” translation number of the majorant X(f) must 
be “very near” some gp, and hence must e-perform the 
same substitution S9 which gp exactly performs.

Remark 2. Of somewhat greater interest is the case 
where the coefficients æ,(0 in equation (21) are limit- 
periodic functions with a common period p; that is, 
expressed in terms of the exponents, the case in which the 
module contains only rational multiples of a single 

number, namely a = — . From the general relation

it follows that the exponents of the roots yh(f) likewise are 
rational multiples of a, and hence the roots themselves are 
limit-periodic functions with common period p. We may also 
remark that the really interesting case of a non-cyclic 
transitive group —- interesting because it can never occur 
when the roots are pure periodic — is equally impossible 
in the limit-periodic case. That is to say, in the limit- 
periodic case a transitive almost-translation group F must 
be a cyclic group, i. e. the number p must be equal to 1. 
For, by theorem 7 of section VI, the assumption p > 1 
would imply that the module 4/y contained at least two 
rationally independent numbers, contrary to what we have 
just seen.
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Finally we prove the following theorem concerning the 
canonical representation of the functions yh(t) men
tioned at the end of section VI. We suppose here that 
[z/ (/)] is the set of roots of an algebraic equation (21) with 
almost-periodic coefficients .r(0 satisfying condition (22), 
and that its almost-translation group r is transitive.

We denote the canonical representation of the functions 
by

(26) ;/„(/) = Z z(>V®.Jt) (A = 1......... »1),
Z = r*

where the almost-periodic functions

(Dx(t) cv £ anea'lt
Xn^X

are independent of h. As before, A(f) denotes a majorant 
of the æy(0’s, and Mx the module of their Fourier expo
nents.

Theorem 9. If / is any fixed character in F", then the 
difference — k" of any tivo Fourier exponents of is 
contained in the module Mx.

Proof. Let F and be two distinct Fourier exponents 
of the function CP^(f). (The proof either “goes by default” 
or is trifling in case dA,(/) is identically 0, or has just one 
Fourier exponent). Let a'elZ 1 and a"el,"t be the correspond
ing terms in the Fourier series of ®^(0 (and hence also 
in the Fourier series of /^(O).

i. e. the inequality

In order to prove that 7!—k" belongs to Mx it suffices, 
from Iemma 2 in section IV, to prove that to any e > 0 
there corresponds a d = J(t) > 0 such that the inequality
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(27)

is satisfied by every r belonging to (rv(d)J. Now, since

i c
Vtøl / and f f \ r- / 

\ \y} f \

this is equivalent to proving that to the given t there 
corresponds a ft — ö' (é) > 0 such that (27) is fulfilled by 
every t belonging to {ry(d')}. But ford sufficiently small 
(in fact for d < Z*) we know from remark 4° in section II 
that (t (d )] is equal to the set-theoretical sum of the m 
sets {\S)(d')}, where S belongs to /’. Hence it suffices to 
prove that to the given t there corresponds a d" = d"(e) > 0 
such that the inequality (27) is satisfied whenever t 

belongs to one of the sets {^(S/}(d") }. We complete the 
proof by showing that * «, where a denotes min(|a'|, |ct"|), 

is a suitable value of d".
In fact, let t be a fixed number belonging to any one 

of the m sets in question, say to {r(s;)(d")}. Then by the 
very definition of the translation numbers ,(d") we have 

(28) IJhG+O —0h(O I < = £ « (for — oc < t < + oc).

In the Fourier series of the almost-periodic function

.ViG + O —.V/,(0

the coefficients belonging to the exponents x' and X" are 
given by

o'elZr—a'%(Sh) and a" elÀ''r—a" %(S/()

respectively. As any Fourier coefficient of an almost-peri
odic function f(t) is numerically < L U B \f(t)\, we con
clude from (28) that
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\a'el''T — a %(Sh)\< and | a"elÅ"r—a"z(S7i) | < a, 

and hence (dividing by | a | and | a" | respectively)

|elZ'r—z(5h)| < I and | eu"T —z(S7i) | <-|.

Thus T satisfies the inequality |elÅT—T| < f, i. e. the 
inequality (27), and the proof is complete.

Færdig fra Trykkeriet den 22. December 1937
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Survey of the Method,

riphe Raman spectra of the deuterium derivatives of ben- 
1 zene should furnish valuable information concerning 

the internal vibrations of the benzene molecule, and from 
these one should also be able to make direct inferences 
concerning the structure of benzene. We have therefore 
prepared each of the derivatives in pure form and have 
investigated their spectra. In this paper we shall report only 
the methods of preparation.

The introduction of deuterium into the benzene nucleus 
has usually been effected by exchange between benzene 
and some deuterium compound, with or without a catalyst. 
The exchange method is quite, satisfactory for preparing 
hexadeuterobenzene. For the preparation of the intermediate 
deuterium derivatives in pure form, however, the method 
of direct exchange is not applicable, since one can obtain 
thereby only mixtures of the various compounds. It is 
therefore necessary to resort to chemical procedures which 
can be depended upon to introduce deuterium into definite 
places in the ring. Two such procedures which immediately 
suggest themselves are: (1) the decarboxylation of the vari
ous calcium benzene-carboxylates with Ca(()l))2, and (2) 
the replacement of halogen atoms with deuterium by means 
of a Grignard reaction.

The first of these methods was used by Erlenmeyer 
(Helv. chim. acta 18, 1464 (1935)) to prepare hexadeutero

1
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benzene. However, the attempts of Redlich (Monatsh. 68, 
374 (1936)) to prepare p-tetra deuterobenzene in this way 
led to a mixture of the three tetra compounds, a result 
which is not surprising in view of the high temperatures 
required for decarboxylation. The decarboxylation method 
therefore appears to us to be unsafe for the preparation 
of any pure deuterium derivatives exept the hexa compound.

The first use of the Grignard method was that of 
Redlich (Monatsh. 67, 213 (1936)) who prepared mono
deuterobenzene by hydrolyzing C6H5MgBr with D2O. He 
also used the same procedure for making the para-di deri
vative since it is possible to prepare p-C6H4(MgBr)2. The 
Grignard method has the strong disadvantage that save for 
one or two exceptions such as the preceding, only one of 
the halogens in a polyhalogenated benzene will react with 
magnesium to form a Grignard reagent. In order to replace 
more than one halogen with deuterium, it is necessary to 
carry out the reaction stepwise, preparing a new Grignard 
reagent after each hydrolysis. This entails the wasteful and 
troublesome purification and drying of each intermediate 
halogen-deuterium compound from which the succeeding 
Grignard reagent is to be prepared. A further disadvan
tage is that the hygroscopic nature of the basic magnesium 
halide produced by the hydrolysis necessitates the use of 
a large excess of 1)2O. This excess, as well as the deuterium 
in the basic halide, is extremely troublesome to recover.

All of these difficulties are obviated by using DC1 rather 
than D2O for breaking up the Grignard complex. The 
decomposition of the complex with di v DCl gas may be 
carried out in the ether solution in which the complex 
has been formed. We have found that magnesium does 
not react with I)C1 in the dry ether solution and more
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over that it is still possible for the magnesium under these 
circumstances to form a new Grignard compound. There
fore if the introduction of the DCl is begun as soon as the 
appropriate polyhalogenated benzene has been transformed 
to the first Grignard complex, one will obtain straightaway 
a monodeutero-halogen-compound. The latter will read 
again with magnesium, forming a new Grignard complex 
which will in turn be decomposed by the DC1. The repla
cement of several halogen atoms by deuterium can thus 
proceed in an effectually continuous fashion. The fact that 
the reaction can be carried out in a single vessel with
out isolation of the intermediate compounds results in 
tremendous saving of time and materials.

The DCl required for the decomposition of the Grignard 
compound is generated by addition of D2O to SOC12- In 
this way the gas can be produced in a high state of purity 
with little loss of deuterium (ca. 10—15%). This loss is 
quite small in comparison with the previously mentioned 
losses of deuterium attendant upon the hydrolysis of the 
Grignard compound, inasmuch as here the final magne
sium compound is a normal rather than a basic salt.

A further convenience of the method is the ease with 
which the deuterated benzene may be obtained in purified 
form from the reaction mixture. It is only necessary to 
distill off the ether solution in vacuo from the crystalline 
magnesium salts, wash and dry it, and then remove the 
ether from the benzene by fractionation through an efficient 
column.

There is one feature of the DCl method which might 
lead to a rather considerable loss of deuterium. If the 
DCl be introduced into the reaction vessel so rapidly that 
an excess is present, some of it may react with magnesium 
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iodide to form DI. The DI in turn reacts with the diethyl 
ether to produce ethyl iodide (cf. the well-known Zeisel 
method for the estimation of alkoxyl groups); from the 
latter, mono-deuteroethane is formed by Grignard reaction. 
The amount of ethane given off depends only on the extent 
of the excess of DC1. and consequently the stream of gaseous 
ethane may serve as a rather sensitive indicator for the 
excess. With help of this indicator, the most effective rate 
of admission of DC1 gas to the reaction vessel may be 
closely determined. Futhermore it is obvious that the re
placement of halogen by deterium in the benzene nucleus 
has been completed when it is no longer possible to cut 
off the evolution of ethane by slowing down the addition 
of DC1.

Following the program we have just outlined, we have 
prepared all of the deuterated benzenes in amounts varying 
from seven to fourteen grams. The success of the prepara
tions depends largely on careful control of the rate of 
addition of DC1. Therefore it should be emphasized that 
close attention must be paid to the details of the addition 
which are described in the experimental part.

The purity of the products may be indicated briefly by 
saying that their boiling point ranges were quite narrow, 
and that their Raman spectra showed only the precence 
of small amounts of benzenes with lower deuterium content, 
but no traces of isomers or of extraneous impurities. It 
is quite important to appreciate the fact that the usual 
criteria are of little value in judging the purity of these 
preparations. Analyses of the deuterium content, determina
tions of density, refractive index and boiling point, and the 
other customary methods of organic chemistry can in general 
onlv confirm that the material under consideration has 
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the proper hydrogen-deuterium ratio. The boiling point 
range (not the absolute value of the boiling point, which 
is not known to us a priori) is a helpful indication of purity, 
but it must be realized that the great differences in the 
Raman spectra of different isomers furnish by far the most 
reliable criterion of the purity of the several preparations.

Experimental.

Preparation of Deuterated Benzenes by Modified Grignard 
Reaction.

(1) Preparation of DC1 by decomposition of 
SO Cl 2 with D2O. We prepared DC1 by adding D2O very 
slowly to nearly-boiling SOC12. The dropping funnel A (Fig. 
1) contained the D2O (99.0—99.6 °/0). The funnel’s outlet 
had been extended some fifty centimeters by means of a 
capillary tube (to give increased hydrostatic pressure), and 
the part of the outlet tube which dipped below the surface 
of the SOC12 in the flask B was drawn to a fine nozzle 
to prevent the occurrence of any reaction in the tube itself. 
The oil bath C was kept at a temperature of 80—85° during 
the endothermic hydrolysis of the SOC12. The reflux con
denser D returned to B any SOC12 carried away by the 
1)C1 and SO2. The traps F and F were cooled by a solid 
CO2-acetone bath. E was maintained at a temperature of 
— 65° to —55° to remove the SO2 without attendant con
densation of any appreciable amount of DC1. For the same 
reason the height of the acetone bath was kept a centimeter 
or so below the end of the inlet tube. The last traces of 
SO2 in the DC1 were eliminated in F, whose temperature 
was —78°. The rate of evolution of DC1 could be closely 
regulated by the rate of addition of D2O. The entire 1)C1 
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generator was set up ready for instantaneous use before 
any attempt was made to start the Grignard reaction.

(2) The modified Grignard reaction. The Grig
nard reaction was carried out in the three-necked flask 
K. The central neck was attached by means of a ground

joint to a reflux condenser through which a mercury seal 
stirrer extended into the flask. A P2O5-tower closed the 
exit tube of the condenser to insure the exclusion of at
mospheric moisture. The halogen compounds were intro
duced through the side neck I, which was ccpiipped as 
illustrated in Fig. 1 for the ready introduction of solid 
material. In case the halogen compound could be added 
in solution, the introduction was effected by means of a 
dropping funnel. The inlet tube for the DC1 gas entered 
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the flask through the side neck H. The tube was fitted out 
with a glass rod with which cakes of the magnesium salts 
could be removed when they threatened to clog the side 
neck. To keep the ether vapor out of the trap F, a slow 
stream of dry nitrogen was passed into the system through 
the stopcock G; if in spite of this precaution a counter
distillation of ether took place, the tube could be closed for 
the time being by means of a pinch clamp at S.

The amount of magnesium (equivalent to the quantity 
of halogen compound) used in each preparation was freshly 
turned out on a lathe, and immediately covered with dry 
ether in the flask K. In some cases we tried the use of 
magnesium turnings activated by heating them with a little 
iodine, but the essential thing appears to be the use of 
freshly turned magnesium. About one fourth of the 
halogen compound was then added to the ether together with 
a small crystal of iodine. Stirring was begun, and continued 
throughout the entire course of the preparation. The reac
tion started automatically with the simpler halogen deri
vatives. With the other compounds, however, it was neces
sary to keep the ether solution gently boiling by steady 
electrical heating. A zone of condensation in the reflux 
condenser was noticed. When this zone began to rise, the 
reaction was known to have started. If this rise did not 
occur within half an hour, one c. c. of ethyl bromide and 
a little more iodine were added to etch the surface of the 
magnesium turnings. As a rule this procedure caused the 
reaction to start within a few minutes. If not, the procedure 
was repeated once or twice until the formation of the 
Grignard complex had definitely begun. After a short lapse 
of time, heating was no longer required and it was occa
sionally7 necessary to cool the flask. The remainder of the 
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halogen compound was then added as rapidly as possible 
without provoking loo violent a reaction. Some time later 
the zone of condensation was observed to fall; this was 
taken as an indication that the first halogen had reacted 
with the magnesium.

Al this point the introduction of I)C1 was started. For 
the quantities of material which we have used (cf. Table I), 
it was found that the most suitable flow of DCl was obtained 
by adding 1)2O to the SOC12 al the rate of ten grams an 
hour. Ordinarily this flow of DCl kept the reaction mixture 
boiling. The heal evolved was in certain cases so consider
able that the reaction vessel had to be cooled to prevent 
too vigorous boiling. For a few of the reactions, however, 
it was found necessary to supply heal.

The supply of 1)01 was diminished or cut off altogether 
if more than a trace of iodine made its appearance in the 
ether in the reflux condenser. The free iodine originated 
in the oxidation of 1)1 by a small amount of oxygen present 
in the stream of the nitrogen. The occurence of the free 
iodine was an indication that the 1)C1 was not being used 
completely for the decomposition of the Grignard complex. 
The liberation of iodine was always accompanied by the 
evolution of a gas through the P2O5-tower.

We have mentioned in the introduction that a side reac
tion something like a Zeisel reaction occurs when an excess 
of DCl is present. Such a reaction should produce mono
deuteroethane, and in agreement with expectation, we have 
found that the gas evolved is inflammable and has about 
the same density as air. Furthermore if the introduction 
of DCl be continued after all the magnesium has been 
consumed, the presence of some ethyl iodide is to be ex
pected in the ether solution. Because of the proximity of 
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the boiling points of ethvl iodide and benzene, it is diffi
cult to separate these compounds by distillation only. In 
'he first deuterated benzene which we prepared, we observed 
the presence of ethyl iodide which had failed to be removed 
by fractionation. This observation confirmed the nature 
of the side reaction. Henceforth the deuterated benzenes 
were freed from all ethyl iodide by distillation over freshly 
turned magnesium.

Although an excess of 1)C1 is thus undesirable, it is 
not to be presumed that the DC1 should be added so slowly 
as to avoid all possibility of this excess. If the Grignard 
compound is not decomposed by DC1 soon after its for
mation, subsidiary reactions of the Grignard compound 
with the halogen atoms on other benzene nuclei may lead 
to the formation of considerable amounts of compounds 
of the type of diphenyl and thus reduce the yield of the 
deuterated benzene.

As we have remarked, the generation of DC1 may be 
closely controlled by the rate of addition of D2O to the 
SOGlo. This close control is essential to the success of the 
whole preparation, and was maintained in the following 
wav. As soon as the first Grignard compound had been for
med, the introduction of DC1 was begun as previously 
described. While the decomposition of the Grignard com
plex was taking place, the gas coming out of the reaction 
vessel was normally only the nitrogen which was being 
introduced at G. The flow of nitrogen was small, i. e. less 
than 1 c. c. of gas per second. When the reaction had 
continued for some time, however, a very considerable 
increase (ten fold or more) in the outflow of gas was noticed 
to which attention was directed by the appearance of free 
iodine in the reflux condenser. Since the increase was due 
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to the liberation ol' ethane, the evolution of DCI was cut 
off completely to allow the excess of DCI to be used up. 
Ten or fifteen minutes later, the generation of I)C1 at a 
somewhat slower rate was resumed and continued until 
the evolution of ethane again become noticeable. The supply 
of DCI was again cut olT, and the entire procedure repeated. 
However, if the ethane began coming off with little delay 
(i. e. within a minute or two), the displacement of halogen 
by deuterium was known to be complete, and the addition 
of DCI was stopped. The boiling reaction mixture was 
allowed to cool, and the process of recovering the deuter
ated benzene began.

(3) Recovery and Purification of the Deuter
ated Benzenes. The flask K was removed from the 
apparatus, and the ether solution distilled off as follows: 
The flask was incorporated in a simple vacuum-tight still, 
the receiving vessel of which was immersed in an ice-salt 
mixture. The system was evacuated and then closed off. 
Distillation was hastened by heating the flask with a waler 
bath, whose temperature was raised gradually to the boiling 
point. It was found that this procedure removed all of 
the benzene from the magnesium salts, and left behind 
only ether of crystallization and certain of the byproducts 
to which we have referred. Stronger cooling of the receiving 
vessel merely resulted in the undesirable distillation of 
these byproducts.

The distillate, yellow to orange in color, was shaken 
with dilute sodium hydroxide solution, which removed DCI 
and at the same lime eliminated the color. The ether solution 
was then dried with calcium chloride, and after the addi
tion of fresh magnesium turnings and a little iodine, the 
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greater part of the solvent was removed by distillation 
through an efficient column 1.4 meters long.

The remaining solution was transferred in vacuo from 
the large still to a small one. The latter was designed parti
cularly for the efficient fractionating of small quantities. 
An indication of its efficiency may be given by remarking that 
the middle fraction between ether and benzene was in 
general only a few drops when the rate of distillation was 
a half dozen drops per minute. Little benzene was lost in 
the column of the still since the column had been wound 
with a thermal element by means of which it could be heated 
at the end of the distillation. The samples of the various 
deuterated benzenes as a rule were collected within a boiling 
point range of 0.2°, most of the material distilling within 
a range of 0.05°.

In table 1 the chief data for the syntheses of the various 
benzenes are given. Column II lists the halogen compounds 
which have been used as the starting point for the syntheses. 
The preparation of these compounds will be described in 
the Appendix.

The number of moles of the halogen compounds and 
of half-moles of D2O employed are given respectively in 
the next two columns. The ratio of the theoretical number 
of gram-atoms of deuterium to be substituted for halogen 
to the number of half-moles of D2O actually used is listed 
in column V to illustrate the economy of each preparation. 
The ratio can of course never exceed unity.

The boiling point range over which the compounds were 
collected is given in column VI. The temperature at which 
most of the material distilled is given as the boiling point 
in the next column. All temperatures have been reduced
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Table 1.

Deute
rated 

Benzene

(I)

Halogen 
Com

pound

(ID

Moles 
of 

Halo
gen 

Com
pound 

(in)

0

O CJ
P 
d

C3

(IV)

G
-a

to
m

s 1)

C

z
c

)

B.p. 
range

(VI)

B. p.

(VII)

Yield Yield 
per 
step 

°/o

(X)

g-

(VIII)

°/o

(IX)

C<; H5 D Cg H5 Br 0.30 0.60 0.50 79.45-
79.65

79.60 13.3 56.1 56.1

1,2-
CgHiDo

1,2-
C6H4BrI

0.3/5 1.23 0.61 79.85-
80.00

79.95 10.6 35.3 59.4

1,3-
CdhDs

1,3-
C6H4BrI

0.30 1.00 0.60 79.65-
79.80

79.75 9.0 37.5 61.2

1,4-
Cr.Hjlb

1,4-
Cr II4 Bl'2

0.30 1.03 0.58 79.65-
79.75

79.70 13.6 56.6 75.2

1,2,3-
ï-c> H3 I)3

2,6-
Cr FI3 Br21

0.38 2.00 0.57 79.60-
79.85

79.80 7.2 23.4 61.6

1,2,4-
c(;h31)3

2,5-
C6II3Br.jI

0.40 2.00 0.60 79.60-
79.95

79.85 7.35 22.8 61.1

1,3,5-
Cr, H3 D3

1,3,5-
C6 H3Br3

0.30 1.51 0.60 79.50-
79.65

79.55 13.4 55.1 82.0

1,2,3,4-
CnH2D4

2,3,6-
CGH2Br3I

0.50 2.50 0.80 79.50-
79.65

79.60 11.4 27.8 72.6

1,2,3,5-
G.H2D4

2,4,6-
CgHoBi'bI

0.50 2.50 0.80 79.60-
79.65

79.65 12.9 31.5 74.9

1,2,4,5-
c..h2d4

2,4,5-
C(iH2Br3I 0.50 3.13 0.64 79.60-

79.65
79.60 14.4 35.2 77.0

c6h d5 2,3,4,6-
C6H Br4I

0.50 3.00 0.83 79.50-
79.60 79.60 13.0 31.4 79.3

to standard barometric pressure with the help of the assump
tion that d 1 has the same value as for benzene, namely 

dp
0.0043 °/mm at 80°. The boiling points may be seen to vary 
( I nite irregularly.
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The yield in grams and percent based on the initial 
amount of halogen compound is given in columns VIII 
and IX. Since the entire preparation of benzene substituted 
by n D-atoms may be regarded as n consecutive reactions, 
the mean percentage yield per step may be computed by 
taking the nlh root of the entire percentage yield. This quan
tity is found in the last column. It is seen to lie between 
(50 °/0 and 80 °/0.

It may be seen from the table that in the earlier pre
parations, in which the yield per step is comparatively 
small, a rather large amount of 1)2O has been used. In 
these cases we had not yet learned to utilize the evolution 
of ethane as a guide to the most efficient introduction of 
DC1, by means of which the latter portion of each prepara
tion can be regulated in the best way. The greater yield 
per step for the higher deuterated benzenes, in the prepara
tion of which the detailed directions were followed strictly, 
shows clearly that the best results are obtained by using 
1.2—1.4 halfmoles of I)2O per gram-atom of deuterium to 
be introduced.

Appendix.

The preparations of the intermediate halogen compounds.
In order to prepare a given deuterated benzene in the manner 

just described, it is first necessary to select an analogous halogen 
compound which will react readily with magnesium, give little by
products and be comparatively easy to synthesize. Il is well-known 
that in general a chlorine atom attached to the benzene nucleus 
will not form a Grignard compound, while a bromine or iodine 
atom in the same place does react with magnesium. We may there
fore eliminate the chlorine derivatives from consideration, and 
restrict our choice to bromo- and iodo-compounds. We have pre
viously remarked that iodine compounds may produce through 
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side reactions considerable amounts of by-products which make the 
deuterated benzene difficult to purify and which reduce the final 
yield. For these reasons it is advisable to select a halogen com
pound containing as little iodine as is compatible with satisfactory 
reactivity.

In this connection we remark that we were not able to get 
1.2. 4.5-tetrabromobenzene to react with magnesium. By using 
instead a compound in which one of the bromine atoms had been 
replaced by iodine, namely 2. 4. 5-tribromo-iodobenzene, it was pos
sible for us to carry through the synthesis of the corresponding 
deuterobenzene, although the formation of the first Grignard rea
gent in this instance required an unusually long time. The nature 
of the variation in reactivity of different halogen derivatives indi
cates that not only the kind and number of halogen atoms but 
also their relative positions in the benzene nucleus must surely 
play an important role in determining the reactivity of the com
pounds. Thus we have found that two isomers of 2. 4. 5-tribromo- 
iodobenzene, as well as a bromo derivative of the compound, react 
readily with magnesium. Perhaps this reactivily may be connected 
with the fact that these three compounds all have a vicinal Br-I-Br 
arrangement, in contradistinction to 2. 4. 5-tribromo-iodobenzene.

The importance of having as little iodine as possible in the 
halogen compounds is clearly evident from table 1, in which it 
may be observed that para-di- and sym-tri-deuterobenzenc have 
been prepared in relatively high yield from pure bromo com
pounds. In these cases the iodides in the reaction mixture could he 
formed only from the small amount of iodine used for activating 
the magnesium. However, in several cases, even in the simpler 
preparations, we have used compounds containing one iodine atom 
purely because it is so much easier to introduce iodine than bro
mine into benzene by means of the diazo reaction.

In the following the preparation and properties of the inter
mediate halogen compounds are described. It is true that these 
compounds have been prepared by methods which are familiar 
to every chemist. We have described the preparative details, how
ever, because they do not appear to be readily accessible in the 
literature, and because, in some cases, considerable improvements 
have been made in procedure. The order of description is deter
mined by the partially deuterated benzenes obtained from the in
termediates.
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(1) Bromobenzene. The bromobenzene used for the Grig
nard reaction was the middle fraction obtained from a large amount 
of commercial bromobenzene by distillation through an efficient 
column.

(1.2) o -Bromo-i o d o benzen e. o-Bromo-nitrobenzene (com
mercial product of Fraenkel & Landau) was recrystallized once 
from alcohol (in. p. 40.8—11.2°) and then reduced with iron pow
der and a little sulfuric acid by the method of Holleman (Recueil 
des trav. chim. 25, 186).

The o-Bromoaniline obtained from one mol of o-Bromonitro- 
benzene was suspended in water (1—1.5 liters) and concentrated 
hydrochloric acid (500 c. c.) added. The suspension was chilled in 
an icebath, and then diazotized by the addition, during the course 
of 10 to 15 minutes, of sufficient sodium nitrite (ca. 0.95 mol — 
as indicated by Kl-paper). Aqueous potassium iodide (170 g. in 
200 c. c.) was added, and after the reaction had been allowed to 
proceed for one hour, the water layer was decanted and the oil 
remaining washed with dilute sodium hydroxide. The product was 
distilled in vacuo (1—2 mms) over P2O5. First fraction : 16 g. ; middle 
fraction: 165 g.; final fraction: 7 g. Total: 188 g. or 71 %; m. p. of 
middle fraction 9—10°. Holleman (Recueil des trav. chim. 34, 228) 
gives 5°.

(1.3) m-Bromo-iodobenzene. A similar procedure was 
followed in preparing m-Bromo-iodobenzene from m-Bromo-ni- 
trobenzene. It was found more efficient, however, to pour the 
diazotized bromoaniline slowly into a large volume of cold dilute 
potassium iodide solution. The crude product was distilled with 
steam. Yield: 165 g. or 57 % m. p. —12° to —10°. Holleman (loc. cit.) 
gives —18°.

(1.4) p-Dibro m obenzene. Benzene (270 c. c., dried over 
CaCl2) and iron powder (“Ferrum reductum”, 6 g.) were placed in 
a one liter two-necked flask equipped with reflux condenser (ground 
joint) and a dropping funnel. By means of the funnel, whose tip 
extended beneath the surface of the benzene, enough bromine 
(5 c. c.) to start the reaction was introduced. When the temperature 
of the reaction mixture rose and hydrogen bromide began to come 
off, the remainder of the bromine (290 c. c.) was added during the 
course of 40 to 50 minutes. When all the bromine had been added, 
the mixture was poured into a large mortar and macerated with 
water (ca. 1 liter). The water was drained off, and the crude crystals

VIdensk.Selsk. Math.-fys. Medd. XV. 13. 2 
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were washed and dried with suction; in this way nearly all the 
ortho-compound may be removed. The material was then recry
stallized from alcohol (1 liter) and dried between filter papers. 
Yield: 390 g. or 55%, m. p. 88°.

(1.2.3) Potassium salt of 2.6-Dibromo-su lfanilic 
acid. To sulfanilic acid (191 g. — 1 mol.) suspended in water 
3 liters), bromine (102 c. c.) dissolved in concentrated hydrobro
mic acid (200 c. c.) was added with constant stirring during the 
course of an hour. A small amount of crystalline tribromoaniline 
formed by a side reaction was filtered off, and potassium hydroxide 
(60 g.) added to the solution. The latter was concentrated over a 
flame until crystals appeared. The concentrate was then cooled, 
and the crude crystals filtered, washed with cold water and re
crystallized once or twice from water (until free from bromide 
ion.) Yield: 65%.

2.6-Dibromo-iodobenzene. The potassium salt (370 g. — 
1 mol.) was refluxed with dilute sulfuric acid (340 c. c. cone, sul
furic acid in 160 c. c. water) until complete solution was effected 
(about 2 hours). The warm solution was poured slowly into a large 
amount of water, whereupon 2.6-dibromoaniline was precipitated in 
the form of very line crystals. The precipitate was washed several 
times by decantation and then collected on a filter with suction. 
The moist dibromoaniline was immediately suspended in water 
(ca. 2 liters) and concentrated hydrochloric acid (400 c. c.) added. 
The mixture was then chilled and sodium nitrite solution (65—70 g. 
in sufficient water) added through a dropping funnel over a period 
of an hour, during which the temperature of the mixture never 
rose above 5°. A small amount of insoluble material was re
moved by filtration and the clear solution poured into a cold 
solution of potassium iodide (250 g.), iodine (250 g.) and concen
trated sulfuric acid (250 c. c.) in water (6—8 liters). Steam was 
passed into the mixture until evolution of nitrogen had ceased, 
and the free iodine remaining was removed by the addition of a 
solution of sodium sulfite. The crystalline precipitate of 2.6-Di- 
bromo-iodobenzene was collected on a filter, washed with water 
and then recrystallized from alcohol. Yield: 195 g. The alcoholic 
mother liquor could be made to yield 60 g. additional. Total yield: 
255 g. or 70%. m. p. 98—99°. Willgerodt (J. fur prakt. Chem. (2) 
71,540 (1905)) gives 99°.

Note: It is highly important that the potassium salt be enti-
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rely bromide-free, as the presence of a trace of bromide ion will 
cause the transformation of the dibromoaniline, during the libe
ration of the sulfonic acid group, into a mixture of mono- and 
tribromoaniline.

(1.2.4) 2.5 -1) i b r o m o - n i t r o ben ze n c. To fuming nitric acid 
(800 c. c.) in a two-liter three-necked flask p-dibromobenzene (400 g 
was added, with constant stirring, during the course of 10—15 
minutes. The temperature of the reaction mixture was kept below 
15° during the nitration by cooling the flask with an ice-salt 
bath. The stirring was continued for an hour without further cool
ing, and the mixture was then poured into ice-water. The preci
pitated 2.5-dibromo-nitrobenzene was washed first by decantation, 
filtered and then washed free from acid on the filter. Yield: ap
proximately theoretical.

2.5-d i brom oa n i li n e. The dibromo-nitrobenzene (281 g. — 
1 mol.) was reduced by ordinary iron powder (250 g.) in a large 
flask containing five liters of water. Sulfuric acid (1 mol.) was ad
ded in small portions with continued stirring over a period of an 
hour. After three hours’ further stirring, the mixture was made 
basic with sodium hydroxide (120 g.) and allowed to settle. After 
decantation of the supernatant solution the dibromoaniline was di
stilled with steam. Yield of crude material: 85%.

2.5 - d i bro m o-iodoben ze ne. The crude di bromoaniline (126 
g. —0.5 mol.) was dissolved in a little alcohol (150 c. c.) and filtered 
to remove insoluble impurities (trace of iron powder carried over 
during steam distillation). The alcoholic solution was poured into 
dilute hydrochloric acid (250 c. c. cone. HC1 in one liter water) 
with stirring. The temperature was kept below 5° with ice during 
the diazotization. The correct amount (ca. 35 g.) of sodium nitrite 
was determined by using potassium iodide paper, as before. The 
diazotized mixture was poured into aqueous potassium iodide 
(125 g. in 5 liters) and allowed to stand overnight. The precipitated
2.5-dibromo-iodobenzene  was steam-distilled after addition of some 
dilute sodium hydroxide. Yield: 75°/0 — The melting point was 
not sharp, however, so the material was recrystallized as follows. 
The crude product (300 g) was dissolved in petroleum ether (400 
c. c.) at about 30°. After the solution was cooled to 10°, a large 
part (160 g.) of the solute crystallized out. The crystals were filtered 
off, washed with ice cold petroleum ether (100 c. c.) and dried, first 
between filter papers and then in vacuo over sulfuric acid. m. p.

2*



20 Nr. 13. A. Langseth and A. Klit:

37.5-37.9°.  WiLLGEKODT (1. c.) gives 38°. Concentration of the mother 
liquor yielded 80 g additional. The melting point of this latter 
material extended over a somewhat wider range.

(1.4.5) sy m-T rib romoben zene. The preparation of this 
compound followed Organic Syntheses vol. 13, p. 96.

(1.2.3.4) 2.3.6-Tribromo-iodo ben zene. 2.6-Dibromo-iodo- 
benzene (362 g. — 1 mol.) was dissolved in carbon tetrachloride 
(375 c. c.) in a one-liter two-necked flask, to which a reflux con
denser was attached through a ground joint. To this solution were 
added a little bromine (4 c. c.) and aluminium chloride (2—3 g.). 
Reaction began at once, and thereupon more bromine (50 c. c.) 
was introduced without delay through a dropping funnel, 'fen 
minutes after the start of the reaction, the whole mixture was 
poured into dilute hydrochloric acid. Any free halogen remaining 
was removed with a little sodium sulfite, and the clear pale yellow 
carbon tetrachloride was drawn off by means of a separatory 
funnel. To prevent any crystallization the temperature of the 
solution was not allowed to drop below 40°. The solution was 
boiled down to 250—300 c. c., and allow.ed to stand overnight in 
an icebox. The crystalline 2.3.6-Tribomo-iodobenzene was filtered 
off, washed twice with higli-boiling (b. p. 60°—70°) petroleum ether 
and dried first in air and then in vacuo over phosphorus pent
oxide. Yield: ca. 70% m. p. 78—79.5°.

(1.2.3.5) 2.4.6-T rib ro m oa n i lin e. To a solution of aniline 
(93 g — 1 mol.) in methyl alcohol (1.5 liters) cooled by an ice-bath, 
bromine (153 c. c.) was added with constant stirring during the 
course of fifteen minutes. When continued stirring had reduced 
the temperature of the mixture to 15°, the crystals of the tribromo
aniline were filtered off and washed with cold methyl alcohol. 
Further material was recovered by dropping an equal volume 
of water into the mother liquor. Total yield: 219 g-j-108 g., or 
96%. m. p. 119°.

2.4.6-T ribr o ni o-io d obe n ze n e. The diazotization was carried 
out in glacial acetic acid, in the manner suggested by Hantzsch 
(Ber. 34, 3337 (1901)). Tribromoaniline (330 g —1 mol.) was dissolved 
in boiling acetic acid (1 liter) and concentrated sulfuric acid (60 
c. c.) added. The solution was poured into a further quantity 
(0.5 liter) of acetic acid and cooled. Amyl nitrite (150 c. c.) was 
dropped slowly (1—2 hours) with stirring into the mixture, the 
temperature being kept constant at 15°. The diazotized mixture 
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was stirred for half an hour longer, and then added to a cold 
solution of potassium iodide (250 g), iodine (250 g) and concen
trated sulfuric acid (200 c. c.) in water (5 liters). The reaction 
mixture was warmed to 60° and decolorized with sodium sulfite 
(ca.300 g.). The precipitate of 2.4.6-Tribromo-iodobenzene was col
lected on a filter, washed, dried and then recrystallized from 
alcohol in which decolorizing carbon was suspended. Yield: 260 g. 
or 59°/0. m. p. 104—105°. Silberstein (J. für prakt. Chem 27, 120 
(1883)) gives 103.5°.

(1.2.4.5) 2.4.5-T r i br o m o-iodoben ze n e. The technique 
used in preparing this compound was the same as that for 2.3.6-Tri- 
bromoiodobenzene. lodobenzene (306 g. — 1.5 mol.), prepared ac
cording to Organic Syntheses Coll. Vol. 1, p. 316, was dissolved in 
carbon tetrachloride (300 c. c.) and “ferrum reductum” (6 g.) added. 
Bi omine (240 c. c.) was introduced through a dropping funnel, the 
addition requiring half an hour. The reaction mixture was kept 
at boiling temperature during the addition of the bromine and 
for ten minutes thereafter, and was then poured into carbon 
tetrachloride (100 c. c.). The whole volume of carbon tetrachloride 
solution was shaken with dilute sodium hydroxide, and cooled. 
The crystals of 2.4.5-Tribromo-iodobenzene were filtered off and 
recrystallized from carbon tetrachloride to which had been added 
some decolorizing carbon. Yield: 207 g or 31%. ni. p. 165.0—166.7°. 
Willgerodt (Chem. Centr. Blatt 1885, 836) gives 164—165°. The 
yield could be increased to 36°/0 by working over the mother 
liquors.

(1.2.3.4.5) 2.3.4.6-Tet r a hr o mo a n i 1 i n e. A solution of m- 
bromoaniline (69 g. — 0.4 mol.) in glacial acetic acid (750 c. c.) was 
mixed very rapidly with an acetic solution of bromine (64 c. c. in 
250 c. c.). The mixture was stirred for two minutes and then poured 
into a large volume of water. The precipitated 2.3.4.6-Tetrabromo- 
aniline was filtered off and dried with suction. It was recrystallized 
from alcohol (2 liters). Yield 142 g„ + 17 g. from the solvent alcohol, 
or 96°/0 m. p. 115—116°. Claus and Wallbaum (J. für prakt. Chem. 
(2) 56, 50 (1897)) give 115°.

2.3. ,4.6-Tet ra b r o m o - i o d o b e n ze n e. This compound was 
prepared in very nearly the same way as 2.4.6-Tribromo-iodoben- 
zene, except that the amounts of the solvent acetic acid were doub
led. The diazotization was judged to be complete when a test sample 
removed from the mixture was entirely soluble in a small volume 
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of water. If the sample was not soluble, more amyl nitrite was 
added. Twice tlie previous quantity of water was used in making 
up the iodide solution to which the diazotized mixture was added. 
The precipitated 2.3.4.6-Tetrabrome-iodobenzene was filtered, was
hed with alcohol and recrystallized from carbon tetrachloride 
containing decolorizing carbon. Yield from 1 mol. of tetrabroma
niline (410 g.): 279 g. having m. p. 148—149°, and 120 g. recovered 
from the solvent, m. p. 144—148°. Total yield: 399 g. or 77°/0.

SUMMARY

The preparation of the deuterated benzenes from ana
logous halogen compounds by a modified Grignard reaction 
is described. The essential feature of the method is that 
deuterium chloride rather than deuterium oxide is used for 
the decomposition of the Grignard compounds. The advant
ages of the method are: 1) the initial compounds are simple 
to prepare; 2) the replacement of halogen by deuterium 
is carried out continuously in a single chemical operation; 
3) the deuterated benzenes are obtained in pure state and 
with good yields. Their purity has been ascertained by a 
study of their Raman spectra.

In an Appendix the preparation of the initial halogen 
compounds is described in detail.
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